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第 一 部 分 “ 丁 群 上 的 调和 分 析 


第 0 章 导 言 


$01 3 引言 


本 书 以 群 表 示 论 为 工具 , 来 研究 典型 群 上 的 调和 分 析 . 本 书 
分 成 三 个 部 分 。 第 一 部 分 讨论 了 本 群 上 的 调和 分 析 , 第 二 部 分 讨 
论 了 旋转 群 上 的 调和 分 析 , 第 三 部 分 讨论 了 丁 辛 群 上 的 调和 分 析 . 
每 个 部 分 在 处 理 的 方法 上 有 相似 之 处 ， 但 又 各 自 成 为 独立 系统 . 
为 了 使 对 群 表示 论 不 大 熟悉 的 读者 很 快 理解 本 书 的 内 容 ， 在 本 书 
最 后 部 分 还 写 了 一 个 十 分 简单 的 紧 致 李 群 的 表示 论 的 附录 ， 这 个 
附录 取材 自 Chevalley [1]. 

本 书 的 第 一 部 分 是 作者 于 1959 年 至 1962 年 在 华罗庚 教授 模 
导 下 ,对 西 群 上 的 调和 分 析 进 行 系统 研究 的 小 结 . 华罗庚 教授 成 
功 地 应 用 群 表示 论 的 工具 来 研究 多 复 变数 典型 域 的 调和 分 析 ， 这 
已 总 结 在 他 的 名 著 [1] 中 ,他 的 工作 有 着 多 方面 的 深远 的 影响 ， 例 
如 ,从 这 些 工作 出 发 ,可 以 导出 如 下 的 一 条 定理 ( 见 华 罗 庚 [2]): 酉 
群 上 的 连续 函数 的 Fourier 级 数 可 以 Abel 求 和 于 它 自己 ,这 是 西 
群 也 是 紧 致 李 群 上 调和 分 析 研 究 的 开创 性 工作 ， 从 群 表 示 论 的 角 
度 来 看 ， 这 也 是 一 条 有 趣 的 定理 著名 的 Peter-Weyl 中 定理 告诉 
我 们 ， 紧 致 群 上 的 连续 函数 可 以 用 群 的 不 可 约 表示 的 线性 组 合 逼 
近 之 ，Peter-Weyi 定理 是 一 条 抽象 的 这 近 定理 ,而 华罗庚 的 定理 则 
是 一 条 关于 有 限 维 ( 维 数 大 于 1 ) 的 紧 致 群 上 的 连续 函数 的 Fourier 
执 数 的 收 伍 定 理 ， 当 然 一 条 收敛 定理 是 优 于 逼近 定理 的 ， 

从 群 的 观点 ,单位 圆周 是 一 维 的 西 群 ,一 般 的 西 群 是 单位 于 局 
的 直接 推广 。 所 以 在 酉 群 上 研究 调和 分 析 是 古典 调和 分 析 的 最 直 
接 的 推广 ， 由 于 任意 紧 致 托 扑 群 可 以 谱 人 到 西 群 内 作为 一 个 子 


e 1 se 


群 ,任意 紧 致 齐 性 空间 可 以 看 成 为 二 个 紧 致 群 的 商 ,对 于 任意 丁 群 
中 的 紧 致 子 群 上 的 连续 函数 可 以 拓展 成 为 西 群 上 的 连续 函数 ， 
此 ， 有 关 丁 群 上 调和 分 析 的 研究 对 于 一 般 的 紧 致 群 及 闯 致 齐 性 空 
任 也 都 是 有 意义 的 ,从 多 复 变 函数 论 的 观点 出 发 ,如 果 把 多 个 变数 
的 Fourier 分 析 看 作 多 复 变 数 多 圆柱 的 特征 流 形 上 的 调和 分 析 的 
人 研究， 那么 丁 群 上 的 Fourier 分 析 可 以 看 作 多 复 变 数 第 一 类 典型 
域 安 ((z,C) 的 特征 流 形 上 的 调和 分 析 的 研究 ， 旋 转 群 上 的 调和 
分 析 可 以 看 作 实 的 第 一 类 典型 域 鹃 In:R) 的 特征 流 形 0 上 的 调 
和 分 析 的 研究 ， 而 酉 辛 群 上 的 调和 分 析 的 研究 则 可 以 看 作 四 元 数 
体 上 的 第 一 类 典型 域 绽 1 (x,0) 的 特征 流 形 上 的 调和 分 析 的 研 
帘 ( 详 细 参 阅 第 二 ,三 部 分 )， 也 就 是 说 我 们 所 讨论 的 是 复数 域 、 实 
数 域 以 及 四 元 数 体 上 的 第 一 类 典型 域 的 特征 流 形 的 调和 分 析 . 

这 里 介绍 的 处 理 群 上 调和 分 析 的 方法 还 可 能 有 其 它 的 应 用 . 
例如 ， 最 近 钟 家 庆 外 应 用 这 种 方法 给 出 了 Grassmann 流 形 上 的 
Schubet 计算 的 十 分 明确 的 公式 . 

第 一 部 分 的 书稿 写 于 1965 年 ,当时 原 想 独立 成 篇 出 版 。 由 于 
某 些 原因 ,未 能 实现 ， 这 次 ,只 是 对 原稿 作 了 很 小 的 修改 , 改正 了 
一 些 原稿 上 的 错误 ,并 增加 了 一 些 新 的 内 容 . 

作者 申 交 自己 的 导师 华 罗 雌 教授 表示 襄 心 的 感谢 ， 他 不 但 指 
导 了 这 项 研究 工作 ,并 且 对 本 书 的 出 版 一 直 给 予 鼓励 和 关心 ,还 为 
本 书 灯 自 写 了 序 。 作者 恶 向 名 家 庆 副 教授 表示 衷心 的 感谢 ,他 对 
本 书 提出 了 十 分 宝贵 的 意见 。 在 本 书 的 写作 过 程 中 , 王 世 坤 \ 陈 广 
晓 , 贺 祖 祺 \ 董 道 珍 局 志 出 了 不 少 力 , 也 一 并 表示 感谢 . 


50.2 西 群 上 的 证 和 分 析 


设 Us 为 +# 阶 西 群 , 若 UEU, :以 A (UY 表示 り 的 标记 为 
を 4 ぅ > の sf) 的 西表 示 , 这 里 Fp» で “fa 是 满足 fi 之 i 之 … “fe 
1) 这 里 特 入流 形 & 的 定义 是 : 8 是 補 : 的 边界 上 具有 以 下 性 质 的 一 部 分 。 门 凡 


况 ! 内 调和 的 函数 一 定 在 8 上 取 最 大 値 : 3) 対 @ 上 前 任 一 点 き , 我 们 可 以 找到 
一 个 琶 ! 上 的 请 和 函数 =) 在 此 点 取 最 大 绝对 信 。 


ee 了 %% 


的 整数 . 记 N (fs, 2 fs) 为 て り ) 的 阶 ， 我 们 常用 1 来 代 
表 (fi ,fo). 若 

4( り ) = (gz の) 1 Ei,i SND, 
那么 {piXKU)} 是 0, 上 的 就 范 直 交 系 ,这 里 


CAC 0 tO 
而 和 是 び , 的 体 税 中 
C 一 (2r)jrtotoAa 一 1)1C2 一 2)1 2111)， 
{qi} 的 全 体 对 可 积 函 数 来 讲 是 完整 的 ， 记 


@( り ) 一 (な (Dciyo) = 2 A, (CU), 
车 u(U) 是 可 积 函 数 , 它 可 以 展开 成 Fourier 级 数 
BD) tcp Din CO),) (0.2.1) 


ff > 


这 里 
Ci ee し g(P) の (アジ) ェ 


trB 表示 B 的 迹 ,B' 表 示 B 的 转 置 ， 
更 明白 些 ， 
上 が の (の カー の 
Ne p28 tr ( の に (PO (VU や») 
一 ー し g(P) つう) MC の ん (の (0.2.2) 
lig 
这 蛙 为 CE) 为 表示 オイ (の) 的 特征 ， 
首先 很 容易 的 可 以 证 明 : ”如 果 w(U) 是 实 函数 ,那么 它 的 
Fourier 级 数 等 于 它 的 实 部 , 即 


DCC = 2D) Ret(C ®t U)). 


i 了 
车 UEU,,VEU,, 那 么 
u(VU) ~ 二 |。 ul) BD NOX BVT 
* 7 


fy 


sw (fT DW ) 


lS CC 
区 [Sh ti CC ds DA .sg VN). 
但 是 
g( VUY ~ >») RD e([ 1 2 と 4200 
Jet に / 
98 1 MD «(| « (W)A (WU PO ) 
= > “J に "(| “CW dia ita UD A VD) 
タナ Us | 


> で r(C/。 indi dU A}.. CVD), 
Je 


Hsia) = A je CUY 


及 
NCGh, っ っ ん) 一 MC 一 ーッ = す )。 
所 以 
(PU) + (の ) 1 の 
2 2 2 ot の) 


(の すでに に て O う 4 の )]、 
让 了 一 1, 即 得 
utU) ™ > Re tr (に 。 あ (りう))。 


Ti 


§ 0.3 调和 函数 


设 .A 是 mw 维 Riemann 流 形 ,基本 张 量 gj(i,j = 1,2,.…. ,my 
具有 一 阶 连 续 偏 微 商 、 设 + 一 {x!,- x) 基 任 意 局 部 坐标 系 ， 


s 4 » 


那么 有 Beltrami 算 子 
1 8 
ターク (5 っ 2 {| nl 
这 里 g7 为 g 的 逆 变 张 量 , 且 
を ーー 1) ll Be, Og Og 
前 2 > Bx 8) 
表示 Christoffel 符号 . 
设 ze) 是 在 - 上 定义 的 实 水 数 ,日 有 二 阶 连续 偏 微 商 ， 若 
Axulx) = 0。 (0.3.1) 


別称 u(x) 为 调和 的 . 
对 于 典型 域 鹃 !: 7 ツー タタ > 0， 这 里 7 表示 一 阶 单位 
逢 降 。 2 ター(z け igaj 微分 方程 (0.3.1) 成 为 


” 


> > (ga SC > Seti ) 


兰 , 局 三 1 j, 太 二 1 1=1 
ee zy | tC) 
(en 之 か wj] 8z。6zu。 0, (0.3.2) 

并 称 其 为 典型 域 弦 !: 上 的 Beltrami- 华 方程 , 算 子 A 称 为 Beltrami- 
华 算 子 . 

华罗庚 四 解决 了 如 下 的 Dirichfct 问题 : 在 U。 上 已 给 一 个 
连续 函数 , 存在 唯一 的 解 満足 方 程 (0.3.2), 上 且 在 U。 上 的 值 等 于 
已 给 函数 。 具体 写 出 解 ,就 是 Poisson 积分 
守业 det"(1 — ZZ') _ 
c に (の laet(7ー ZU') [2 
这 里 xf) 为 U0。 上 已 给 淫 数 ,C 为 り 。 的 体积 . 

由 此 出 发 ,他 定义 了 UU, 上 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 . 


由 调和 函数 的 理论 ,我 们 知道 
det1 — 22) っ うこ, 
3 | の aa ニー2 の ) ゆ "7 《033) 


这 里 了 趋 于 了 是 沿 着 一 条 不 与 边界 相 切 的 途径 进行 的 有关 这 方 
面 的 工作 以 及 它 的 进一步 发 展 , 请 参阅 华罗庚 的 《多 复 变数 函数 论 


5 。 


中 的 典型 域 的 调和 分 析 》、《 从 单位 圆 谈 起 》 以 及 陆 启 猴 的 《上 典型 流 
形 与 斐 型 域 y》 等 著作 . 
在 (0.3.3) 中 特别 到 2Z = ェ + ロリ, 此 处 0<” 天 1 就 有 

+ _ (1 た が) ご 

km 一 | の PD 人 K の 。 03.0) 
所 以 我 们 有 : CU) 的 Fourier 级 数 的 Abel 平均 

2 eCr) trCCrngfraCDD)， (03.5) 

当 ”~> 1 时 ,是 趋 于 w(Z7) 的 ， 这 时 


人 (1 — 2 XU 
2 (の と | ld 一 7 の )I" * (0.3.6) 


$0.4 Fourier 级 数 的 求 和 


在 本 书 的 第 一 章 中 ,将 用 二 种 方法 证 朋 (0,3,4), 一 种 十 分 简洁 
的 方法 是 华罗庚 给 出 的 . 另 一 种 证 明 是 不 通过 多 复 变数 调和 函数 
的 理论 , 而 直接 从 调和 分 析 的 技巧 得 到 .证 明 的 方法 有 它 的 代表 
性 ， 对 于 满足 适当 条 件 的 情形 都 是 适用 的 。 例如 应 用 这 个 方法 
可 以 征明: 如 果 a(U) 在 U。 上 连续 ， 那 么 它 的 Fourier 级 数 的 
Fejér 平均 是 收 敏 于 它 自 己 的 ， 

至 于 pf(r) 的 值 ,我 们 知道 有 

(1) pi(r) 一 1， 当 rr 一 1; 

アル キー オイ 若 f テー…・ fr 学 0: 

I i 着 0 テ カテ ー・ > か 
在 第 一 章 中 我 们 给 出 了 p'《r) 的 具体 表达 式 。 计算 出 Kr) 的 具 
体 表达 式 的 方法 , 除了 作者 的 一 种 方法 以 外 , 还 有 一 种 是 1974 年 
钟 家 庆 给 出 的 . 

在 本 节 的 第 二 章 中 , 定义 了 Fourier 级 数 (0.2.1) 的 Cesaro 平均 
并 且 证 明了 如 下 的 一 条 Riesz 型 定理 : 若 n(D) 在 U, 上 连续 , 那 


么 它 的 Fourier 级 数 可 以 《C5a) 求 和 于 它 自己 ,但 a 之 テート 


* 6 + 


至 于 一 + 这 个 值 能 否 改 进 ,这 是 尚未 解决 的 问题 。 众 所 周 


知 ; 当 nw 一 1 时 这 已 是 不 能 改进 的 了 . 
在 第 二 章 中 还 对 Cesaro 求 和 中 最 重要 且 最 典型 的 情形 
Fejtr 求 和 进一步 加 以 讨论 . 
还 需 提 出 的 是 我 们 所 得 到 的 {c, a) 核 都 能 用 矩阵 形式 简洁 
地 束 达 出 来 。 例 如 Fejer 核 是 
1 1det7ーY ア FT 
D| detー ゼ ) 
这 里 VE U,, D 是 一 个 与 4a、N 有 关 的 绝对 常数 . 
505 收效 判别 法 
Eourier 级 数 (0.2.17 的 部 分 和 是 
(CC な の に ya( ど ))。 (0.5.1) 
这 个 部 分 和 即 所 谓 “ 方 体 ”的 部 分 和 ， 它 的 Dirichlet 核 在 第 三 章 中 
具体 给 出 。 这 也 有 二 个 证 明 , 其 中 一 个 代数 的 证 明 是 由 华罗庚 给 
出 的 .《0.5.1) 的 Dirichiet 核 可 以 写成 


2 


0 ... .6 _ 
1 2( 計 ? | det (FN 一 TD 
(な ーー 1)1・--2111 の ( 和 れ うん) det(ー ゼ ) 
这 里 ,4, 是 矿 的 特征 根 ,而 品 为 Vandermende 行列 式 . 
当 入 一 0 时 , 即使 xw《U) 是 在 Us。 上 连续 的 ，(0.5.1) 未 必 收 
人 敏 , 那么 在 什么 条 件 下 才能 保证 收敛 呢 ? 在 第 三 章 中 证 明了 如 下 


的 收敛 判 别 准则 ; 车 sa(U) 属于 C 2 "(U6) 函数 类 (0 二 p 


< 1), 那么 (0.5.1) 是 收敛 的 , 且 收 化 于 a《U), 此 和 外, 还 给 出 了 一 
些 有 关 绝 对 收敛 的 判别 法 . 
$0.6 系 致 拓 払 群 上 的 運 近 理 花 
Peter-Weyl 定理 指出 了 逼近 的 存在 定理 ,但 是 具体 的 写 出 有 限 
し 


3 


线性 式 来 却 是 另 一 回 事 。 由 于 紧 致 拓 提 群 可 以 同 构 地 上映 人 西 群 的 
某 一 个 子 群 ， 所 以 可 以 依靠 前 面 几 章 的 结果 来 建立 紧 致 拓扑 群 上 
的 和 逼近 理论 ,这 是 第 四 章 的 内 容 . 

我 们 在 第 四 章 中 ， 首 先 给 出 了 任意 紧 致 拓扑 群 上 连续 函数 的 
连续 模 的 定义 ,这 里 不 但 给 册 了 连续 函数 的 有 限 性 这 近 式 , 而 且 还 
进一步 的 给 出 了 可 能 的 误差 程度 。 例 如 在 第 四 章 中 可 以 证 明 : 如 
果 x sg) 在 紧 致 拓扑 群 G 上 连续 , 且 属 于 Lipt， 那 么 一 定 存 在 一 个 
与 N 有 关 的 有 限 线 性 逼近 式 Px(g), 使 

(Cg) 一 Pn(g)| < C/N?, 
这 里 5 是 绝对 常数 ,0 で ご ぁ < で 1. 


Ss0.7 球 求 和 


在 本 书 的 第 五 章 中 , 将 讨论 球 求 和 ， 所 谓 Fourier 级 数 的 球 求 
和 万 是 将 (9.2.1) 考 忠 为 


> 了) CBU)), (0.7.1) 
rT カー デイ . 
B+ me 


这 里 = 圭一 lb 一 fj 十 # 一 2,.……,?, 二 fj,. 

这 时 候 (0.7.1) 的 收 钙 及 求 和 的 意义 都 与 以 前 所 给 出 的 定义 不 
一 样 。 在 这 一 章 中 , 首先 给 出 了 (0.7.17) 的 球 平均 收 敏 的 一 条 一 般 
的 定理 , 其 中 包括 了 重要 的 ( 按 球 求 和 意义 下 的 ) Riesz 平均 ， 即 证 
明了 : 如果 z( り ) 在 の 。 上 连续 ， 那 么 它 的 Fourier 级 数 (0.7.1) 的 
83 次 Riesz 平均 


(2n 一 Dats — 1)\™ 上 お 5 
G 加 6R? es 2 3 (-- | 
Bt Rd 
et CC U)) (0.7.2) 


当 R 一 co 时 是 收敛 于 wu(U) 的 ,但 5 > 一 了 
此 外 ;还 给 出 了 一 条 Tauber 型 的 收效 定理 。 


» $B » 


第 一 章 西郡 上 Foarier 级 数 的 Abel 求 和 


$1.1 典型 域 的 Poisgom- 年 核 


在 这 一 节 中 ,十 分 扰 蛮 地 介绍 一 下 多 复 变 数 第 一 类 奖 型 域 的 
Poisson- 华 核 。. 如 对 此 需要 进一步 了 解 的 读者 ,可 仔细 阅读 华罗庚 
的 著作 [1]. 

,Cartan 叭 证明， 有 和 界 的 可 递 的 不 可 约 的 对 称 域 仅 有 六 种 可 
能 性 ; 有 两 类 是 比较 特殊 的 , 其 中 一 类 是 十 六 维 的 , 另 一 类 为 二 十 
七 维 的 。 除 此 两 类 外 , 余下 的 四 类 , 华 罗 夷 叫 称 之 为 典型 碱 , 并 全 
用 和 矩阵 形式 加 以 表达 出 来 。 因此 , 都 可 以 归 人 他 所 研究 过 的 矩阵 
几何 的 范畴 之 中 .。 其 中 第 一 类 典型 域 是 招行 二 列 的 矩阵 双 曲 空 
间 , 以 鹏 :表示 , 它 是 下 王 行 上 列 的 复元 素 和 矩阵 2 之 适合 于 条 件 

ウー ググ" 0 
所 组 成 ,此 处 1" 表示 芭 行 m 列 的 单位 方 阵 ，2' 表示 Z 行列 互換 井 
取 共 罗 复 数 所 得 出 的 矩阵 因此 它 是 # 行列 的 。 如 果 H 是 一 个 
Hermite 方 阵 , 则 以 妃 字 0 表示 五 是 定 正 的 . 

特征 流 形 洛 是 呢 的 边界 上 的 一 部 分 ， 凡 统 内 解析 通 数 都 
在 上 取 极 大 绝对 值 , 并 下 对 多 上 的 任 一 点 , 鹏 中 一 定 有 一 解 
析 丽 数 在 该 点 取 极 大 值 ， 域 宛 : 的 边界 上 适合 于 ZZ' 一 了 的 矩阵 
Z 成 一 特征 流 形 ,. 

現在 我 箱 只 考 慮 ーッ ゥ 的 情形 , 此 时 统 | 成 为 

ウー ター 0 
密 : 成 为 Z 有 一 72， 即 久 , 为 #* 阶 西 群 UU,。 3 的 总 的 体积 为 
C = 290 D/C — 1D1(zー 2)1…・2111)。 
究 的 解析 目 同 移 群 五 移 
, We (AZ + BCCZ + DV) (1.1.1) 
此 处 


オオ ーー お お テリ 。 AC = BD, CC —DD = —{ 


4 g 
der 的 RN Tl 
易 证 4,B,C ,DD 还 满足 
ダイ ーCC =i, AB=CD, BB— DD=—!. (1.1.2) 
由 恒等式 
(ZB + A AZ + B= (2D + 0) (CZ+D) 
可 得 (1.1.1) 的 男 一 表达 式 
Wo=(2ZB'+A4)-(2ZD+ C0). {1.1.3) 
由 (1.1.2) 及 (1.1.3) 得 
I— WW’ ={2ZB + .A(T — 22)(B2’ + 32) 
好 (1.1.1) 将 沈 変 訪 補導 变 为 儿 1. 
在宅:( 即 りう 上 (1.1.1) 定 文 凛 
アー (4 + BHCU+ DY. (1,1.4) 
这 将 西 答 阵 品 上 变 到 西 矩 阵 信 ， 微 分 (1.1.4), 应 用 (1.1.3) 得 
dV = (UB +A) WAUCU + の りう. 
令 37 二 VladV 及 8U 一 U-l49UV， 则 由 (1.1.3) 得 到 
=(CU + DY SUCCU + D) TL 
记 1 为 由 微分 向 量 所 张 成 的 西 体积 元 , 则 
六 一 |det(C ど ぢ + の )|- デ び 。 (1.1.5) 
这 是 因为 : 名 果 哲 知 陸 えー AYB 看 作 独 立 参 数 间 的 线性 关系 ， 
则 这 线性 关系 的 行列 式 为 detCK45)”". 
车 ?为 统 ; 中 和 任 一 点 ,; 即 工 一 PF >> 0, 容易 证 明 ， 这 等 价 于 
7 一 PP > 0. 可 知 存在 二 个 非 异 的 矩阵 8, R， 使 得 
O バ テー PP)O' mI, R(T —P'P)R -I 
令 4 一 0,B= 一 DP,C 一 一 RP', D 一 R， 显 然 这 满足 条 人 性 
《1.1.2). 故 


及 


WwW = 0(Z— PC—P'Z + DR (1.1.6) 
属于 Ti, 这 将 点 Z 一己 映 到 丈 一 0， 
。10 ・ 


由 (1,3.5) 变 换 (1.1.6) 将 体积 元 素 变 为 
P= |der(—RP'U + R)| ツウ 
一 |detR| "|de('P 一 DI-*U, 
由 于 fdetrRl? = |det(1 一 PP)| 1! 我 们 有 
po de ー ア P)" 
ldet(p — Ue 「「 
対 任 一 メメ ER UE EF:;, 我 们 定义 函数 
de に バグ クツ 
NSR |det(Z 一 DJ) 
为 缠 | 的 Poisson- 华 核 。 
从 这 个 定义 出 发 ,我 们 可 以 证 明 如 下 的 
定理 11.1 若 wutU) 为 U,。 上 的 连续 函数 , 则 


a(U) = jm |。 PGU Va PY. C1.1.7) 
证 不 失 一 般 柱 ， 先 设 U 一 I， 这 是 因为 对 和 任 一 む 。 U,, 设 
ゅ ( り ) 二 ntUU)， 如 (1.1.7), 对 于 UU== 了 已 成 立 , 即 有 
ot 
AD = im | PC の の の か 。 
而 此 和 加 
に の 
(Uo) = Hm 一 {PCr Vu Cv. 
但 是 


《1 一 +2 
dk チー rUoy |” 


进行 变数 变换 了 一 > 即 得 (1.17)。 因 此 ,我 们 只 要 证 明 


PCrUoV) 一 = P(r+1, YU), 


“(7) 一 im 十 ト PCr1,V uCVOD. (1.1.8) 
变换 
p=—(V— rt 
的 体积 元 素 间 的 变换 关系 为 . 


» ll = 


= "de 一 テア 1 ツア = PI, VV. 
收 | 


| Pr CY es Gi ー w= r+) DD. 


要 证 (1.1.8), 只 询 证 
ri— I > 
mo 
从 Lebesgue 定理 , 立 得 此 结论 。 

这 个 定理 及 其 十 分 简洁 的 证 明 是 由 华罗庚 做 出 的 。 原 来 这 个 
定理 的 证 明 是 很 复杂 的 ,这 里 的 方法 可 以 用 到 一 般 的 可 递 域 上 去 ， 
把 Poisson 核 看 作 解 析 自 同 构 群 的 元 泰 的 相应 的 体积 元 素 之 说 的 
系数 ， 这 样 一 种 重要 的 观点 也 是 华罗庚 提出 的 . 还 可 看 出 ,这 个 
定理 是 “局 部 性 质 " 的 定理 ， 所 以 十 分 容易 地 可 以 推广 到 KU り ) 是 
Lebesgue 可 积 的 情形 . 


5 1.2 Poisson- 华 楼 的 展开 
先 给 出 一 些 代数 恒等式 ， 


车 1, 包 ， :te fs 为 一 组 整数 ， 満足 カテ カテ Ad = fs 
且 信 カー カナ ョ ーI エ カカ デム ター2> ルル = た, 及 


っ な (ar * Xe) ’ 


a 


特別 

Moo.o xis ts) = DC キッ) 
为 .Vandermonde 行列 式 , 命 a 
N (fs* "11) 人 Hm Mya CX FV 


Dr) 2 
pl 


以 后 常常 管 单 节 记 fe CG fo) i 


* 12 « 


定理 1.2.1 若 
1(2) ea dz” 


一 区 vc 于 
此 处 M,N 可 以 有 限 ， 也 可 以 无 穷 ， 当 为 无 穷 时 、 要 假设 上 式 收 
化 , 则 有 如 下 的 恒等式 : 
fx1) > 人 が *。) 
本 (一 1)3ee-1) F(x), ーー fr) 
1121 (2 一 1 


a 


Fy), ーー ーッ が DC) 


"= a aN Cf tg FM Cs +t) 
Nl > gM ・ 

证 明 见 华罗庚 [1]. ーー 

特別 取 ダー 0。 パー の : が Ce) = 一， 就 有 


定理 1.2.2 车 lr。| = (r= 1,2 ムタ ) 。 則 
er "Fay 


1 
一 一 一 一 一 一 N( 
[as ) ts \ 0 D Cr ) 
vel 


: 在 定理 1.2.1 中 取 :s 一 xc", 多 Ke の ) = g(0); 则 ・ ーー 


g( の 9 一 ザ (< の ce = i A fre) 
Or a = 
g (の 7 の)e79 十 Ce の) 


-+ 9 rg 
NR re 


id 
i a se 》 
2 (6) 一 (ec 十 38 "Ce の Dc29 十 ロメ の 0 
ーー デビ - と f(xeie)! 十 Fo ze の 9) 
Be) Ce 


sl 
十 天 30 了 fre の 
Ox 


Haar sn tv tae ener a 


即 go(9) 为 Ce の | 才 -7Csz の | 的 线性 组 合 ， 


而 7/(re の | _ 的 系数 为 1 , 故 


を 029 月 os 其 xne on) 
Bf Cre) 训 9 i 
Ox " dx, se ) 
Hr 8, 3 の ー 9 
Or fCne™), xs Ke の に 


CRP Re gt9。) 
a ntn—1) 8 (0,) 3 を £ (8,) 
DC C0) 
于 是 我 们 有 
定理 1.2.3 命 
g(9) 一 ge, 


这 里 M,N 可 以 有 限 , 也 可 以 无 穷 。 若 为 无 穷 , 要 假设 上 式 政 伊 。 
则 有 以 下 的 人 昼 等 式 
gC0,), 有 
《一 门 ie gt9,), SS g(@。) - 


DVB) i 
g'" 0,), “9 g "0(6。) 
ci > a aN Cf Me en), 
に ルイ た の の ひそ た 

现在 我 们 来 展开 Poisson- 华 核 . 

若 U, 为 2 阶 丁 群 ， プイ に (りう 为 标签 为 f= すっ ・ ッッ fea) 
f 之 三 之 の 之 加 之 5 的 不可 釣 西 表示 , 此 为 が (の x が (の 的 
本 上 矩阵。 可 写 为 


し LE 5] 


イ 4 バ む ) — aU) ea, gn. 
对 任意 (の Xx NC 的 矩阵 . 宅 ^, 我 们 有 


も UR A — 多 。 


此 矩阵 有 如 下 性 质 : 
A A VY ~ 人 LOD4CD ATCO7 As (TID 


= 上 A(VU A ウー WY, 


由 Schur 引 理 , 若 1 关 g, 则 名 一 0; 若 了 f=g> 上 ダー hI, 
即 : 

{CO 天宇 太守 0 i122 NG) 
组 成 一 正 交 系 , 且 


鹿 aiCU) TO = his 
这 里 加 只 依赖 于 f 而 不 依赖 于 守 与 六 由 于 41(U) 为 丁 表 示 , 即 
AAU) AAUY 一 TY ， 


[ld = he 1 の 9 


(M の 


ー le (4 の 4 の うり 


1 a 
kom le CN, 3 fa}. 
(C 为 西 群 的 总 体积 ) 
于 是 


PD -人 GD， 


玉宇 NO) 


组 成 一 就 范 正 交 系 。 
我 们 用 
(der UY Ap UY Apr. U) 
来 扩充 当 fs 0 时 的 ゴリ 的 定义 ,于 是 
PitU), fi 学 ち 学 ーー ja， ff a 1 NC (1.2.1) 
仍 为 一 正 交 就 范 系 ， 
若 cr, 全 和 < の 为 上 的 特征 根 ， 则 
M (ei, en ea) 
EAU) = XAU) = Dam 。 
由 定理 1.2.2。 我们 有 


OR し トト 


ーー >， Nh fs MKre® 413 re 


fe te Dre の, , en) 
a >, NChs sto) Xs Ce ea] rat ta, 
: 了 


此 即 
三 (det(T 一 +UY = 


三 5 NOXAUP Yt 


iif 


し 1 > NCDicCaU AVY rh 十 fm 


カー リョ 0 


= > NO a (UY a CTV) (うす i 


Cit gd 


- > > pp Vr "a, 


ef i 
所 以 SR 


本 Ji 
eo De ご ldst( テ ー ァ ビビ )1P 


" 136 + 


ーー の "2 i 
fri 
EU pL VY rt Te, 
rt 


而 表示 式 gi;(U) qhCU) 出 现 于 群 表示 4, X A 之 中 ,此 可 以 
表 为 4 的 直 和 、 故 gi(O) ゅ 作り) 可以 表 成 郊 (1.2.) 中 的 函数 
的 线性 式 , 即 
去 PCrU,V) 一 > DR) 
此 处 f 过 所 有 满足 
カ 学 お 学 … 学 れ 

的 整数 . 当 ァ <1 工时， 上 述 级 数 是 绝对 且 一 致 收敛 的 .。 

在 定理 1.1.1 中 。 取 gz( り ) = ゅ な が の)。 由 の 的 正 交 性 , 得 到 

fm ry) 一 の. 


g バ テア ) = VE Dar 


由 定理 1.1.1, 我 们 有 


0 
By a ldetC1 一 +UV | 240205 2 


若 WW EU, 在 上 式 中 U,， 了 分别 代 以 WU，WY， 则 有 


HT) 一 工 (に oz の 
の を [det(I — +UV | 


1 ~ ALWDD = AW BKrV). (1.2.3) 
同样 可 得 
BrVW) = BArV)AAW), 
取 アー リ , 就 有 
AW BrD 一 の 4 人 KTP う 。 
由 Schur 引 理 、 即 得 


» 17 = 


BC デー の (OK (1.2.4) 
及 


mg の 一 1。 《1.2.57 
将 (1.2.4) 代 人 (1.2.3)， 就 有 
BArV) = pr)ANV). {1.2.6) 


因此 , Poisson- 华 核 有 如 下 的 再 开 式 : 
っ PC の P) = > lr > ph RDI. 
i i 


如 果 记 
Pista 0) = Cpli(U DY, saucn 
则 上 式 可 表 为 


| 二 PCrD， V) 一 > pr roAU) PT)), 
1 


页 (1.2.2) 及 (1.2.6), 我 们 有 


1 (1— rs 
PAAD c 析 lder(7ー ァ D ア ) | の KM 


取 UV 一 1， 再 取 迹 , 即 得 


_1 1ー ァ の" (1.2.7) 
CON の こる て 7 の に PP. 


此 式 还 可 以 写 为 
1 1 一 ヶ の だ 
CDN ニン ドニ 
/api I ローテ の 1 
ャ ニュ 
er の 。 9。 
I a Tie 一 の 2)29・・・99。。 (1.2.8) 
er 、 elon wy 
可 以 直接 证 明 
Zr 若 ヵ 学 ・ た = 0, 
or 一 | 


$1.3 Abel 求 和 


在 展开 了 Poisson- 华 核 之 后 ， 华 罗 庚 中 定义 了 在 #* 阶 酉 群 U， 
上 可 税 頭数 *(O) (UE U,) 的 Fourier 级 数 


(Ca( ど )) (1.3.1) 
fy 
的 Abel 平均 为 
2 pilr) te CC Dt DD); (1.3.2) 
tg 


这 里 pr) 为 由 (1.2.7) 式 所 定义 的 函数 .我们 还 知道 , 《1.3.2) 可 
以 表 为 


1 (1 CO— r+” 
で 1。Y の Ta Pl ・ 82 


于 是 定理 1.1.1 还 可 以 写 为 ( 华 罗 良 [2]) 
定理 13.1 若 wU) 在 UU, 上 连续 ， 那么 它 的 Fouricr 级 数 可 
以 Abei 求 和 于 它 自己 。 

”在 $11 中 已 经 证 明了 定理 1.1.1, 从 而 也 就 证 明了 定理 1.3.1. 
下 面 我 们 还 将 给 出 定理 1.3.1 的 一 个 直接 的 证 明 ， RE 
1.1.1 以 另 一 个 证 明 ， 

至 于 e+) 的 值 , 已 经 知道 

(1) pi(r)~—1, 当 r 1; 
LM 当 ヵ 学 … テル ん 演 0。 
カー 当 9 =h>h> > fa 
当 不 是 全 非 负 , 或 全 非 正 时 , 要 给 出 pKr) 的 了 明显 表达 式 , 就 要 
通过 很 复杂 的 计算 。 下面 我 们 给 出 三 种 形式 的 pi(+) 的 明显 表达 
式 , 都 可 以 十 分 容易 地 小 出 , 在 这 三 种 形式 的 表达 式 中 , 当 了 是 全 
非 负 或 全 非 正 时 ,就 是 上 面 的 第 (27 式 、( 参 阅 效 蜡 [11) 

定理 1.3.2 当 ょ ーー ョ 5 テー テル テ 0 テ ルル テー テル (2 
兰 y 宕 0) 时 ,有 


G) or 一 | 


pl (7) = キー キー な ーーー な ・ 
ラル ュー テテ aa 


。 が (の g)M,(g ょ の アキ キー キー ， 
N (DN Ce) + (1.3.4) 

这 里 Fe， ぁ ) 表示 N (a,・ “4, bb)» (gg うぅ 
面 (g: 十 2 一 1)82 十 m 一 2 sg) 是 (0 1 :7 一 1) 的 一 个 排列 . 

4 デカ キタ ター1。 bei+#n—2, 0 
Rn 

Pr) 还 可 表 成 以 下 这 些 形 式 ， 

定理 1.3.3 若 (rus ?ay vs) 是 《0， 1 ュー っ な 一 1) 的 一 
个 排列 ,而 テー・ テ ァ 。 那么 


どー や 
pr) 十 涩 十 Ma 一 一 和 一 


TI T (二 一 fi 一 > plctit tm (1.3.5) 


Cl i art CDi Oo pf) Ci Oo i 
再 如 同 前 述 定理 的 假设 , 那么 - 
上 【人 一 中 * 
pl CF) = の キサ カー な ュ ュー ツー > あみ の 。 (1.3.6) 
加 一 个 
这 里 % 等 于 
a CL a 一 号 ) ， 


nip p> "> =k ニナ 1 《一 3 Gj— i” 


(テー テル (カー ィ ー1) 
タキ キタ 
テキ 1 


这 也 就 是 
N, (7。 g) V， (g, か 
の WO) が (g) 

从 这 些 表 达 式 中 可 以 明显 地 看 到 : の 为 六 十 “十 大 一 
が な 一 ーー ち 十 2z( ぁ 一 5) 次 多項式 。 当 * ニ 0 或 * ニ ァ 有 时， 
即 为 (2)。 还 可 看 出 


* 20 a 


pr) 一 rit th thre Ol 一 ヶ ). (1.3.7) 
这 样 我 们 将 Abe! 求 和 的 系数 全 部 明确 地 写 了 出 来 , 以 下 几 节 我 们 
将 来 证 明 这 些 定理 . 


$51.4 Poisson 积分 


已 知 wCU) 的 Fourier 级 数 (1.3.1) 的 Abel 平均 (1.3.2) 可 以 
表 为 Poisson 积分 (1.3.3), 先 来 证 明 


1( Cr | 
. ldet( チ 一 テア つ |" 14 1。 (1.4.1) 


ゼ 的 特 征 根 妨 c 攻 ee。 邦 么 中 (1.4.1) 的 左边 就 是 
(Cm の DL 一 ce 
で えた 


(I? ナー" 11 一 re 了 | 和 ,|1 ー re |” 
NO 


.4d0,...d0,. (1.4.2) 
由 于 (1.4.2) 中 被 税 函 数 量 99,・ な っ 9。 的 対称 函数 , 所 以 て 1.4.2) 
可 以 写成 

- ポト 1 f 本 sg 
nl Cy -= | 1 一 ycei| 各 |]1 erm 


・ db, .dO,. (1.4.3) 
考虑 到 a 
tes: = は 73 a ][ Ce ciek) TI (ej 一 cx 
< i<k すべ た 


一 I (の 一 ce の) de 
『E 了 < 
= HG YY 一 【r 一 de VP; (1.4.4) 
ey 
记 ・ 入 王 ち > 由 于 (ps 一 Pi) 的 展 井 式 中 、 有一 項 是 


s 21 。 


好 ps '， 而 别 的 项 中 至 少 有 一 个 因子 , 例如 px， 它 的 指数 
是 大 于 或 等 于 2。 车 pi 等 于 #， 那 么 在 (1.4.3) 中 就 有 一 个 因子 
等 于 零 : 

f『 ek 一 ed 2 「 "9kg9。 2 

«1 reivk) 2 Ci a チ で 7 の 2 
若 ぁ x 大 干 ぁ , 在 (1.4.3) 中 也 有 一 个 因子 等 于 零 ， 所 以 (1.4.3) 就 
等 于 


Gr し 一 rci 95 i Ce — fr)e es — テッ 
而 这 就 是 


(CS | ma (1 = r) ) 
(| MT pA 7) re 


et rd 
Ca a (1 、 = ” 


这 里 六 一 ci 一 ci 应 用 Cauchy 积分 定理 ， 立 得 
(1.4.1)。 
$1.5 定理 1.3.1 的 证 明 

以 $1.4 我 们 知道 里 证 明定 理 1.3.1, 只 要 正明 : 当 ァ 一 1 时 ， 


と ャ の ) = EC rss oh 
で ) で の g( の )) ae ニー 7P う PF (1.5.1) 


起 于 堆 ， 记 产 ' 的 特征 要 为 < 中 > em 及 
py Oo) = CVO) DDIPI, 《15 


这 里 “为 # 阶 西 群 旁 系 的 体积 , 等 于 
(CV/ — 1 に 2 は 1。 


* 22 < 


于 是 《1.5.1) 等 于 


1 
(2 )* FO 6。) 
イイ = まみ 6 ウ ーー9a テ ー ョ - 


{1 —r)"]| | ej = eidk | 3 
ーー ニニ ーー た ルー ニー ーーー ニー ビー 


PO 9、・ 


: 99 1.5. 
11 一 rc 呈 | za |1 一 rc ne (1.5.3) 


将 积分 区 域 分 解 为 
Ri: 8 之 和 之 久之 一 
Ri: rs > 之 一 g3 
Ri: 々 > 一 x， 
Rar > 0 >. > —zs» 
Rn: rR 0, >8. 

记 在 积分 区 域 Ri 上 的 积分 (1.5.3) 为 1;, 于 是 ?等 于 
NE 中 [6 ts ぅ 0。) 
Ua) P8120 DON 

G — "Ile ~ ce 
すご を 
li ュー ご re’o:|*- -11 en ln 
由 于 wu{U) 在 D。 上 连续 , 所 以 (ひび )[ 在 り 。 上 有 界 。 設 在 り 。 上， 


la(U)! 筷 四, 那么 显然 有 
[B60.)1 2M, 


29.・…・d9。。 (1.5.4) 


于 是 7 不 大 于 
1 一 の) の 9 9k14 
MM ( +?) Hl:e | ey 
(2 ょ )? SS I 1— re | ,| 1ー テ cs + Ae 
(C1,5.5) 


C1.5.5) 不 大 于 


* 23 。 


_2M(I ー テウ の の れ 1 
(x 11 一 re 《1 一 es 
《1 一 Ga i. et 一 tk, 


2 ck 
1; | タージ 、 . “は ーー で 7 の バロー ジ 


し 2 «= 


dC 


. 上 II | er 人 ej | 2g8,. 


i=2 


1 —re 


应 用 (1.4.1), 得 至上 式 为 


同样 可 以 证 明 5 半 


Se Ea (1 一 アテ) ター ター が tp MM 
[=o Cs 人 


2。3。… っ らち 。 显然 2op 一 入 一 二 入 二 3 着 0 


考虑 ,将 Ri 再 分 解 成 为 
scr の あの あの あー の = 9。 > 一 5， 

た て も … ee i 0, > nr 

ee EE 9 

Sr+it Sega > 一 テッ > 

记 在 积分 区 域 5 上 的 积分 (1.3.3) 为 方 可以 一 樺 年 明 : 


Il -~ (一 站 一 号 ) 


(1 ーー re | 5 ゆー 


> 一 2， 3。 ・・ "a 


 ， 至 于 儿 , 由 于 w(U) 的 连续 性 , 已 给 任意 小 数 & > 0, 一 定 能 
够 找到 58, 使 当 8 きみ >・…・>69。 凌 一 5 時 lp …・) 9。)! 


» 24 = 


三 6212。 选取 7 充分 接近 于 1 :使 
172| 十 …… 十 | 7。 士 1 六 | 十 … ・ 十 - [al < 6/2,. 
于 是 ， 任 给 = > 0， 一 定 可 以 找到 > 充分 接近 于 1 。 使 (1.5.1) 的 


绝对 值 小 于 se。 . . 
这 就 证 明了 定理 1.3.1。 出 于 典型 域 欧 可 递 竹 ， 证 明了 定理 


1.3.1， 也 就 证 明了 定理 1.1.1. 


$1.6 系数 的 计算 


在 以 后 几 节 中 ,我 们 来 证 明定 理 1.3.2 等 。 
东 ce <> り 的 圭 征 根 。 那 名 (1.3.3) 成 为 


で 2 ao1 
Zr の 二 っ っ .. ne 
2" は. pt Ut [一 ye 网 ja 
ーー 9 ーー っ Hy 
i “ 工 (zi ip 一 の Ti 6. 1) 


と リハ 
将 (1.6.1) 信人 MA 于 是 得 到 
eo の っ ee 


si 


内 a - X ila, it tt Om 
Th re - 
・ の Ce 2 en) 99,… "ad0;. (1.6.2) 


上 述 积分 进行 变数 变换 , 合 の 十 "すら 变 成 256, 十 ，… ,十 
ago 可 以 看 出 っ 


pCr) i Sn as 
ee 


・ ellie 站 【ci «+ , an) 9・・99。。 (1.6.3) 
在 (1.6.3) 中 被 积 函数 的 行列 式 进行 展开 ,于 是 
ez)M( の 一 
(CD な 時 他 《1 一 うう * 
. 可 11 一 re の | 


vel 


* cil ko hts tn ng0, gl 

而 这 就 是 
POON (一 (一 Dj-2Cl — 77)" 
Birs みあ ょ > る Din 


トコ 


’ (1.6.3) 


er me 


Bas し の 时 入 四 入 brn 
这 里 ーー 在 上 面 这 个 行列 式 中 ， 将 第 一 


2r Jo 1 一 ヶ z の の | 
列 乗 以 CH 7 一 1)"。 第 二 列 乗 以 CK 一) ら …・。 第 を 列 乗 以 
Cc だ ym 一 1)4*。 然后 开始 直列 相 加 到 第 多 列 上 ， メー 1>2。…・。 
x。 于 是 得 到 | 
eV の ーー ブッ の 


us Ch? “a fln 


(1.6.4) 
CE CH2s 3 Cn 
这 里 
る -二 人 ed 有 
中 2g Jn (1 一 re)rKl 一 re の "ef 。 


事实 上 ， 还 可 以 从 (1.6.3) 更 直接 的 来 证 明 (1,6.4), MD (xi, x 
xs) 的 性 质 , 我 们 知道 
Dle ®t, ea) 一 ra-DD (re iB ey en) 
= DD re 一 1，. ren 一 1) 


+ 26 rw 


テー (ーー の OO の (エー テー の < 1 一 7er~ipn) 


mm ます ts I 《1 ye )2 


iwi 


nD es 
nl 1 一 ret ” rT ) 
将 此 式 代 入 (1.6.3), 得 到 
pc(zOM( の わ = 7 一 和 re 也 1 


Gn 
a トド 他 (1 一 tt 
~ TT = 
ナー トロ # ォ =1 
人 es 
以 1 一 ret ” "エー テー ) ss 
計 被 税 豆 数 中 的 行列 式 展 井 , 即 得 (1.6.4). 
引信 符号 
し レル Ed din 
er TD 
这 里 wzy 好 sy > トラ di 
1 ax eifaej0 
于 是 (1.6.4) 就 是 
ND = I TE (1.5.6) 


$1.7 几 个 代数 簿 等 式 


在 这 一 节 中 假定 
> we > と > > ーー (€ 

由 て (1.4.5) 的 4 的 定义 ， 立刻 有 
CE yaw, 


覃 一 上 


*»*27 se 


1 十 "4 人 


9 专人 
Hy 


rls 
PE PE LP | 


天 一 二 


に 


し DCT ET 二 OL i in 和 tt ytatt 


将 这 些 恒等式 一 起 相 加 , 考虑 到 当 1, て 0 時 
是 sn 


于 是 得 到 恒等式 


人 なー Fs, n+! 


[Ed 
上 し 】 
Pen ra . {1.7.1) 
j=0 
但 是 
Trl ok 上 i Frnt ， 
ee 但 中 了 A v” m1 向 A 2 a に 
gs LSELULr i 全 


Bat tntt [| Err rlntre 
1 nr—1 = A 1 ロー1 十 テル i #1 


dp A 2 ee yi 


4 


fre 
し 


Hrs ritpi pd, ?Int Hiss 
A 1 sr—l me A 1 Lt 十 y } る ー1 
pe 3 」 pl 


将 这 此 恒等式 相 加 ,由 于 考虑 到 


有 
md 。 
所 以 
A 9 Ss や LE 
サー 1 Te 人 一 天 加 
以 此 式 代入 て (1.7.1), 既得 
有 2 < や 站 re 二 
4 し ば た 】 Sk > < 4 LTE すす エゴ 、 
j=D 大 = eg] 


» 28.* - 


町 A】 


"tat 


ーー の 4 EG 
继续 应 用 上 述 步 又 ， 最 后 可 以 得 到 


テー < (キー tr 
6 Pp 《一 ss 5 4 i 
mn zis や Kol)! 和 
2 を (一 ls i 1)! 4 和 站 一 二 (1.7.2 ) 


注意 到 二 人 0 在 {1.7.2) 的 右边 ， 
再 对 Pa-1 进行 上 述 步 台 ， 使 之 弟 加 到 0 , 5 一 直到 对 Ln 进 
行 上 述 步骤 ， 使 之 递 加 到 6 ， 最 后 得 到 


AL 呈 ーー や 2 や CO 1)! 


0 wan nr): 
6 和 we 2 
$18 A 的 储 
计算 pr) 的 值 ， 由 《1.6.6)， 只 要 对 4 ”进行 计算 即 


ns CA “一 并 和 


可 ,而 42 根 所 て (1.27.3) 知道 ， 只 要 求 出 4" 


Rd ‘$0 


就 可 以 了 . 但 是 し 等 于 
det( ga > 
这 里 ns 1 「 ゃ 7929 に 
fg うら i (1 攻守 re の 52 | re の) の ゴナ 9 


当 上 一 12 时 


h ーー 
内 5 Cl—re’)" tnCl—e soi 


当 gg デー すす 1 な 時 
(1.8.1) 


« 29 。 


为 了 计算 上 述 行列 式 , 先 证 明 
引 理 1.8.1 车 p00, 9>>0,m>0 1 テ ァ 0 那么 


1 人 eg i 二 デール 
2x Jo 《1 一 テ e の )e (1 一 re の) {m — 1)! 
| Cmte — 99 (1.8.2) 
ni | 


成立 . 
证 因为 es 所 以 
SE (Gtr 
9 ) (a — Dik 
Nom 3 Cm キー1)7c- の の 
Ce 之 《ma 一 1 


于 是 
1 下 eg 
2 ブフ ョ ーー (1 一 テ e の ) 和 (エー se 


《2 十 下 ーJDIGg オ リー D1 RY 
th 《一 1 一 1)1k! 


コッ 2 (2 二 ミ ー1)!( ん 二 ぁ ££ — 1251 
( ぁ 一 1D1(& 寺 の 12 一 1)! を 
考虑 (Le 的 展开 式 ， 容易 正明 
py (q+ 4— DD)! (m+*+p—D)!, 
ao (一 1D)( を 十 ぁ 7 ター リ DA 


-2 
DD の 0 


此 即 (1.8.2). 
将 《1.8.27 的 值 代 人 《1.8.1) 就 得 到 A 等 于 


Re で 1 


チア し っ | ca: cazy “ys an (1.8.3) 


Cas Ca2y sy Con 


a 30 = 


这 里 し : 
gg = テー (キサ (1 の の)。 
当 守 お 
g 


カー - 
eg = ファ ー x [4 up 


当 了 十 1 反 ! < 委 ?。 但 是 


a: = カー ナ 了 

2 era ー の ウー 2 CA — の - の "ビリ 。 

デー A=0 

di に の 

PO の TO mi GHC 90O ニ MO の 4 
k=0 


代入 (1.8.3) 立刻 证 得 Gt 分: 4 par ee 等于 


TE ピオ すし オマ | 


fus fs ***y fi 
a et fa » f»» = fr 


(ター の !・ て 211 | 


> faz» ん 。 


i= EE GO ー の の >: 


= (1 一 Der)， 


2 だ ご 
当 :十 1 二 j < 委 n。 应 用 华罗庚 的 一 条 定理 (华罗庚 [1]， 定理 
1.2.4) 可 以 知道 上 式 等 于 


ーー tC 。 


Hl むる ます 《1L 一 而) "thstls hd 1ー HP ul 
tim A = Hl ot)" (Ce な うす ーー (1 ーー うー せま > 
を 


KT 


ユー な うつ テッ LE Pt Cl ーー bg エー せま っ | 
1 


ーー *ーD て 1 一 の の 
Di stn) 9 1 


を 31 * 


ーー 
下 一 て 一) 


PT 
(1.8.4) 
以 (1.8.4) 代入 (1.7,3), 注意 到 
(ーー DD! 
A 


ーー > A 
ャ =D 


a (Dap DL 8 
Pe i i i 


uo 4 ーー! ーー tn(s—1) 2 一 人 9 

te lr) 

ts 0 给 ， gL) a Bial 1) 
Bm Hy os Bl) giatt2) 


PE 


给 。 放っ Blnlis)s Sg Biolin) 


' rm 2 
現在 正明 (1.8.5), 首先 注意 到 一 个 代数 恒等式 
Mech ドコ 20 、。 
名 rl G+ De Rd 


这 里 ゎ 7 都 是 正 整 数 ， 
证 显然 


Se 


rrb rl 


e 32% 


ー ぶ セキ 9 し +G+)) ・ や で キー 


r=1 Cr = 1)! pg 
’ - ジ (r+ は Dlr : Cr と すり. 
立 得 (1.8.7) 
“于 是 
二 


《一 -p 一 1)1 k=0 ん ! 


SIC 
fo (ター D! to 《一 2)121 


= ご や 人 一 一 DID 

2 る (一 ぁ 一 1)( ぇ えー ?)1y1 
i DIE 
CY 


所 以 
nd 
人 > ED 
AE Nt 
vi(~—p—1)! fa rt 
在 (1.8.7) 中 取 :一 5 一 "一 1，1 ーッ ーjー コ 1。 于 是 得 到 
A? mm バー1)* ( ぁ ター ヵ ー))! 


(一 ーー1)1( を ーッ ー Dp 
而 这 就 是 《1.8.5)。 由 华罗庚 [1] 中 的 定理 ， 我们 知道 (1.8.6) 就 
是 
ls a ie i 0 | ー が) 
ro (ーー めし 2111 


(i gg gr PE 
a TD a 
dr dr a 


放っ + お ちら gr うぅ “了 gialt) 
1.8.8) 
$1.9 $1.3 中 的 定理 的 证 明 
将 (1.8.8) 的 值 代 人 (1.6.6), 于 是 就 得 到 
a + 
i{r ON i 
ern TE 
Ens El Cy Bn 
一 #ー1 
0 1 や の の dr Ba B27 » Ban 、 (1.9.1) 
ュー0 0 ょ キミ re 


Bais gmay ty Bann 
-i 、 jp ・ 
すす 


从 (1.9.1) 可 以 看 出 


> ~? st 


Pr NF 一 i 2 


gus "テッ Ps 


ふ ` sl 可 
Zl rin | S23 >» EB2 > K1.9.2) 
1 テア ュー ツァ ー の で AI | eevee sete 
Bms | 
这 里 
LE | We 
BH # as det (4 9 ) 
ET Pp TR プ 1 Ess 
内 【一 于 ”zf we en Cz 5 Pt 一 1)! 


nl al 《一 2 一 1 yn — DD! 


四 34 = 


。 (Cr = DD! We 
(—i, 1)!( ヵ 一 ja 一 证 学 Gs ーー と ) 


1 ok に Ye 
出 华罗庚 [11 中 的 定理 1.1.3， 得 到 pn 筹 于 
(— 1 "try 一 一 1)1 FT :(n 1 = 1) 


が ーー シート ( 一 エー 1)1 に バー 一 1)! 
の (は に に ムタ) 2 六 (一 PH 一 


セー ゴゴ テー すず 


(z— rn — Di (ーー11 ll ll (ュー ir) 


i=1 i121 


es a 1)! 
に Cd Ts trg ( ヵ s+1 过 
《一 Ps 一 了 4121 


Fen) 


mm( な ぁみ ー タ ュー1)1 Cr— 1)! 


加 (ーー ムー1)! nt (no 1)! - 


(i al rar 一 ーー1)1 


i : Dv Va) り ( 一 ED うーん) 


ba II I co-mw 


jf+1 メデ テオ 1 
ト 2 


一 《一 Derthtm gt TT Cs Cs 


f=it+l 


® 站 (oh (一 Ps 一品 ) (1.9.3) 


(5 一 Un) 


ナニ エエ 1 二 一 了 二 和 


oan 


ns Ban? Cy bon 


* 35 。 


EL 


5 tr, es > す 
me j 
tt [fit Bt 


(Dias on) 


1 
E オー オル キュ キー キョ ュー まみ (ロー 
Nth ” "六 2 オオ ェ キュ エー カッ ・・ ナッ (1.9.4) 
将 (1.9.4) 代 人 (1.9.2), 即 得 


i | a 
rt tia お lp, 


ゴス 


PION) 一 


R12 > > 0 


* NC ” Dn 于 十 工 一 4#3? っ ジー) 


ーー (1.9.5) 


注意 到 二 个 重要 而 显然 的 代数 恒等式 


cie 1 TO;— i), 
nl j=1 


(ーー! ーー II 《一 pH(—1)t, 


jl 
以 此 代入 《1.9.3) 得 到 Bt 等 于 
WA 
《一 1)m+tf "trp 。 HH 局 ]I (ュー ムー DVI 
(Re は 
《2 一 Ds 
(一 は ュー た )・ の (みい ys) 


I ーー め 


=r k= th 


36 am 


の (一 すう ゥ ラール) Di sta) HI Gi ーー ん 2 


em た 三 * す 1 #= テ 1 ュ 


I HH 《 一 aD Crs ta) 


ま メディオ 1 j=i 


a Dy a sD dps < sa) 
Di I NN 
这 里 リュ ーー 3 > 而 (是 (0,1， dE Ot 3) 
的 一 个 排列 ， 从 《1.9.6) 及 注意 到 
の (am 上 ター1 ターフ 2 ーー ーーー1-k。) 
万 (am 一 ま 。 か 一 2 10 
立即 得 到 定理 1.3.2 。 按照 wm ぁ 。) 的 定义 及 
DC, ss) = Tc 一 け す 」 
<k 
的 定义 ， 经 过 化 简 ， 就 可 以 得 到 定理 1.3.3。 将 定理 13.2 及 1.3.3 
中 指数 福 同 须 归 并 即 得 定理 1.3.4。 
作为 定理 1.3.1 及 1.3.2 的 推论 , 有 如 下 的 代数 恒等式 ; 
役 ッ ティ 0) カ 学 カテ ーー 学 た ょ っ 一 カオ ター チー ルッ 
2,，… ,2 那么 


May 2 Pio) ウラ 


N(f.g)N, Ce) 1， 
| WM( の MCg) 


送 党 = (gs > gaO5(gr キュ ー 1,g キ ゥ ぁ ュー2。 “……，8gn) 是 
《0,1……… 7n 一 1) 的 一 个 排 齐 ,0 守 宇宙 全 SSRs:— tr. 


(1.9.7) 


(ーー ゃ (9 こ 
sae i kt (タカ ーッ ル (な 一 叶う Jo 
这 里 〈> m2 捧 (0。 ーー ラ ュー1) 的 一 个 排列 , 而 ヵ > 
-> 
当然 《1.9.7) 与 《1.9.8) 是 二 仿 有 趣 的 恒等式 ， 
可 以 验证 51.3 中 的 Zr) 的 性 质 (2) 是 满足 的 。 
从 (1.9.7) 及 (1.9.8) 就 立刻 得 到 (1.3.7)。 
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从 (1.3.7) 出 发 ， 可 以 很 容易 得 到 一 条 Tauber 型 收 敏 定理 ， 
不 过 这 里 就 不 叙述 与 论证 它 了 . 


si.10 一 类 积分 行列 式 


1959 年 作者 计算 出 了 er) 以 后 ，1973 年 钟 家 庆 利 用 一 类 
积分 行列 式 得 到 了 另 一 个 简化 的 证 明 。 利用 这 类 积分 行列 式 ,他 
还 得 到 了 一 些 群 表示 论 的 结果 . (详细 参阅 钟 家 庆 [1]》 
设 蚌 复 平面 上 的 一 条 简单 闲 曲 线 , f(z), gi(2) (で チー 1， 
2 が) 是 在 了 内 及 了 上 解析 的 函数 ，4(s) 是 < 的 ww 学 るみ ) 
次 多 项 式 , 其 零点 全 部 在 内 ,定义 行列 式 : 
と ( プ 3 あっ ーー ん 2 っ gs) = det 


2 | fz 区 局 Gao 


定理 1101 设 4 の ⑦ 本 CsD， 诺 加 是 全 部 在 
=1 
内 的 彼此 不 同 的 零点 ， 那 么 


ーー 
CA fo fang ga = CD 


re 
SS Sy f(za) a | PACD 


ee | 1.10.2) 
his gz 
证 让 于 这 此 zh 彼此 不 等 ， 利 用 Cauchy 公式 


二 | 
2 zi Jr 


gD ー 位 Cr ga 
CE . 0 (ax 一 m” 
Kel 


故 


“0 
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AED, os gn si 


Ca fz) Te ー* り ll ー 2) 


fC), es fla | ez) Boe) 
| TI Gs — 2) [1 Cz.— 2 
Ss 6 まさ 2 


1 
| (aa 一 2) HH (as 21) i (zs — 21) 
不 工 1¥2 fF 


站 (si ラッ Cn) 

fC21), 过 下 fel2n) 

(一 1) 2 ヵ (z う > ーー f(s) 
PR ne 

(うう ーー あう | {gs Cs), ーー ラッ fale) 

系 3.10.1 了 g( の 一 1 gaC%) ーッ ga) 一 2 1， 这 

时 det(g:(#1)》 与 Vandermonde 行列 式 D (zi，"…, ss) 只 差 一 个 


1) 


符号 (一 1) 2 , 此 時 
と (イッ ーッ カラ 51。 zy £1) 

fz, ・。 た (を ) 
fl21), zn) 
如 取 fs >) fo 为 多 项 式 、 那么 と (イカ > すれ 1 zs NB) 
=) 就 是 Reiko Sakamoto [1] 所 定义 的 JloraTaucgnR 行列 式 。 
因 此 , (1.10.1) 是 JJonarmmckmW 行列 式 的 推广 ， 

如 在 【1.10.3) 中 取 (うー smit i= 1 > 
之 mn 之 0， 那么 


ta), お) Cen} 


gst zi) > SS gs(z。) 
gt( ぁ うぅ LAB) EAE 


人 (セー も) 


(1.10.3) 


1 
Il (2; る 
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L(A; すす すす まま 


Fu Fr 
te 2, 上 の ッ キ ロー ス 
Kim ma CE i ) zn)s 
roe 
21 ny + トナ 


这 里 Koesmn zs | 是 完全 线性 群 的 以 (mm mg) 为 标 
签 的 婚约 表示 的 特征 .因此 行列 式 (1.10.1) 也 可 以 看 作 是 完全 线 
性 群 既 约 表示 特征 的 推广 . 
定理 1.10.2 设 4(z) 二 (z 一 a)", a 在 T 内 , 则 
と (イカ すす EE Cr a 
C112 Czー DD 
fi(a), ON) ん (z) g(a), ga 
fi(a)s | faCa) g(a), eg g(a) 
uk て とう ak そう g Da), 1 Br DCe)》 * 
证 利用 Cauchy 公式 和 Lcibnitz 公式 


_1 [ fls) gs) a 
上 00 に wb7 <) gi TE 


Yo mE 3 Cag a), 


(1.10.4) 


因此 ， 
LA; fs ef; > て こう gn) 


-二 HDR ,, A の) 
ほ ー1 


ーー i (SS retogrreo ) 
(ロー1) 1 i si 
ol CC 


= (—1) 2 
Pe fa), ・ iu て か g(a), ga) 


ko, fila os, (の ge の ge PC の 
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此 即 《1.10.4)， 
假定 上 人 > 下 人 令 有 HH 
一 0 一 一 mt 旭 gae テーーー カ ジー0。 下 面 讨论 
这 种 形式 的 积分 . 
1 | ridr _, 
Zi Fetes (1 
gw0。0 代 7 穫 ター1。 (1.10.5) 


(也 就 是 《1.8.2) 的 一 个 特殊 情形 ) 显然 有 
引 理 110.1 如 整数 < 一 2， 则 寺 | 


ri ( ェ ー ァ 7)" 


下 
引 理 1.10.2 ”对 于 正 整 数 m 盖 0,* 一 上 全 了 >> 0 存在 次 数 
不 高 于 ”一 1 的 多項式 pf(x)， 满 足 


1 | vidr 
Zi lil rm rrr 一 了 
+ pnlrt)riar 
mn ーー ro | 1.10.6 
2 | 二 (1 一 テ rD(r er) ( ) 


其 中 pe) 由 下 式 定 义 ; 


1— (1—x)” (a t+ ar+ 十 anix"™! 


pnls) = ぇ (1.10.7) 


而 ww -Ce 一 ett Dn 
证 首先 验证 paC) 是 次 数 不 高 ギャ ー1 的 多項式 . 由 
《1 一 xz) 一 1 十 9x 十 一 一 et. 4 


王 s 十 2x 十 oz 十 -9 
故 
(ーー (o+ a 十 …， 十 ap-ixm !) 
= キー Ca + ax 二 :十 dmx"!) 
Car + の う 。 


ss 4t » 


可 见 左 端 次 数 实 mm， 因而 能 被 x* 整除 ;同时 因 左 端 最 高 次 数 
为 # 十 wm 一 1， 所 以 整除 结果 即 pylx) 的 次 数 所 » 一 1. 下 面 
证 {1.10.6)。 

1 | tidr 1 | で 


2 i J ir “(テア 一 7)(1 一 9 ーー 2 Jr 长 一 r+) Tt” 
ml ml 
a ーー 2 kz 
之 ーー rr i | 
二 a . air Tdr 
2 zz Jr 人 一 


二 | 一 一 ES 

2 zi rie Cr ーー r+} (1 ーー rT)” - の ss 
注意 到 7 一 タイ 过 ?一 1 十 あー ョ ュー ぁ み ーー2。 由 引 理 1.10.1、 前 
人 0， 而 后 面 的 积分 即 


( の (て )77 
Zz ll (1 一 zz) テ (一 7 が)" 


引 理 1.10.3 引 理 1.10.2 中 多項式 ぁ 。(s) が 
pe) 一 > bix’s 


fs Cn mom 1):.(n Co— s) 
RI TE (1.10.8) 
证 由 


i 1—(1—*)"(atar 二 -… “+ am" dr”) 


mt 
得 
sp = 1ー (1 一 4)"(。。 十 2 キ ーー 十 am-irz 
TT an(l 一 z)7 一 pofxz) + anll — x)". 
由 以 上 弟 推 公式 , 再 利用 a4 一 CX**“!， 由 数学 归纳 法 容易 验证 
(1.10.8) 是 正确 的 . 
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現在 回 到 (1.6.4)。 及 由 引 理 1.10.2 。 可 有 gz)W) 等 于 
i Tidr 1 Fate dT 
Zs 4 rile rr i py ji て 1 一 で (エー テツ 


ET TIT TT 


1 TIAdT 1 | 4 
PE や リア で この で ー ゲ a rr 
TL pm(rT)dr アデ ュ Farr dr 
2 he GT 一 rz 二 | ry 一 の * 
| pmu- CrTdT , i | PraifT)T IdT 
ni i CE i DE 


し トン KG 5 Ths es Tk) pm Crr), 
1 ; 人 
HFP = ューAK( イ で )5 Or “eg a 
这 里 ちち ーー 由 定理 上 10. 
得 到 p(r)NCf) 等 于 


(1 a re 内 LF チリ 


(DF 
[zi (Ca — DT 
Th, Tk, Pm rT, Png rE 
yy rs Ct, pm Cr Pama) 


CD, ee CD, BrDCrr)， es rrr) ja 


1 アテ アー ユ 
(Grr ”rr 


[a a Ra 
为 了 计算 这 两 个 行列 式 ， 我 们 注意 有 


引 理 1.10.4 
hg1s ・*・ > 2g B13 “En 


(hg *" "9 (4g。 ア gis bc | ge 
ーー hn” 
Cig, | の nD EY, ”3 ge - 
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证 例如 第 二 行 = 《Chg) ,hgn)) 二 (*…*, fg; 十 gi 
二 hg) 十 (mod 第 一 行 )。 


其 他 名 行情 况 类 似 ， 
利用 这 个 引 理 有 
1 Tr"! 
《1 一 >z) に きそう て 
た た ーー で テテ を すす すす ませ を すき きす = (1 a Fh 
1 in-1) 本 rt (a-D 
[Gi 一 | * 区 一 | 二 
01 . 
1! 
ト 


= (Tor) .12 たこ やり | 


0 


(x — 1)! 
因而 Ye) 等 于 
A 《一 1) 二 
2 (一 1)1 
それ っ ーー ッッ は っ pm rT, es PaarT) 


Cy (pr, Pall) 
ーー) 
再 利用 华罗庚 [1] 中 定理 1.2.4 的 结果 : 
fl, ・…> た (る ) 
(一 中 | が fx) 
1121 に (な hs 1)1 ee 


(1.10.9) 


Ce) 5 “yg i) 一 


its 人 た (4) 


(1.10.10) 
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因此 (1.10.9) 可 以 写成 : (の gy) 等 于 


x 2 | 
和 3 
了 tk 
XK “ys Ys | 
Pi ST dd ・ jm | 
oe Pa rr» | pn, Cr rn) 
し rd 


人 


Prnm_ 的 rz 9 “9 Patra) 


1 
回 EC だ うた (1.10.11) 
<} | 
s-{t 
由 引 理 1.10.3。 pe) 一 >，25x*， 则 
=0 
* も っ 下 3 x 
za 人 
pm rr, dt pm,Crxn) DE A 


eaves rr 


内 
R 二 
Pl ち ョ ー を pt トト 9 Xs 

の Me 6 

[1 i's > Tal 


lr-k, ・・・ っ pm 一 
(あー まう 


= >) > Begina 


S1291>93>"" > qu RD (Fe peek) Er Tg 


£, Pa— … 9 
の Dm, “bo は tn Da ts 


此 处 符号 (prt put) に (いう gn_t) 表示 Ch pat) 是 
《9 … 4a-4) 的 一 个 排列 ， 而 241 则 是 排列 的 奇偶 符号 . 
但 


に FL 1] 


(ゆか 》 あー 
> Be ph oe. bla-t 


rg Om gk 
md A FO FY 


em, “sy ee 
| 
-| ee ott = Ct 。 (1.10.12) 
£ 3 好 -k 
oma > Dok 
bea 

lim Male za Fn) と = NG tt 

te TE — 2) 

Fa < 


TL PT 
tt Ds (1.10.13) 
所 以 上 式 中 如 有 gq; 和 茶 4; 相同 则 相应 的 系数 为 零 。 由 
(C1.10.11)，(1.10.12) 和 (1.10.13) 得 到 ; N(f)pi(r》 等 于 


ot ダウ ダー 
pir tn 2 の 人 
间作 六 人 2 人 0 


“NG 一 2 十 1 ・・。 な 一 すん > r++, “qa_k) 


kk 
Dt 2 
rt 1 


bd 人 -k 

Dn > ma 

m= 1 キー] アイ オン 9 ェ ン ツウ ダ ョ ー* ど 0 、 
NOt tig ntttt gn  ・ rt 


上 式 中 カー ァ ェ ナ ト エ ーー っ な ー タ ネー た 会 maー ァ ヵ ァ 二 ネ k 
十 1 一 5 gk = Es 则 ML 一 み 二 コ 。… っ な 一 み 十 
みみ ー タ キル 1 ユゥ っ 5 の A = NC fer Et a) 二 
十 go 一 部 十 十 后 十 于 一 各 一 一 上 ,而 条 件 | 


1 テテ ーー q+ 之 :0 则 成 为 之 Ef 之 "之 51 之 0。 
此 最 后 有 


CE 1 » 


Fon tn -kd 
NGCDefr) 一 7 


ウエ トー] 


一 1] 
< AP / ミイ Yi ,Eo ) OR 3 し TU 


全 キ ツキ ルー キリ 
Fi 短く よい > ge a 
RE r+ ED 8 


> Cie te Ea Et tn (1.10.14) 
综合 上 述 成 为 
定理 110.3 当 ュ テム テー テム な ラテ 0 テ 8 > テー テム 


时 ， gz) 由 (1.10, 14) 所 示 ， je ー カ オタ タージ 5 の) |ianl » 
ms, 而 系数 


kr B し 
Bm» ba 9 Bo * 
Cu ee | a > 
4' 
bm ls » Br 


{rz 二 m1).- “一 9 
21(w 一 DI(g 十 の! 


の % ーー1)* 
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第 二 章 西 群 上 Fourier 角 数 前 Cesaro 求 和 


$2.1 Cesaro 求 和 


若 un(U) 是 *# 阶 西 群 0。 上 的 可 积 函数 ， 它 的 Fourier 级 数 
汶 
> (Cr の (の ))。 {2.1.1) 
lf 
而 ー 
Cin = fe (VV) の バア 。 


华罗庚 害 义 了 {2.1.1) 的 Abel 平均 为 | 
, DB) pCr)trlCseiagdsss UD), (2.1.2) 
fa 
并 且 证 明了 : 如果 u《U) 在 Fw 上 连续 ,那么 当 "一 1 时 ， 
(2.1.2) 的 航 限 是 存在 的 ,， 且 等 于 x(Z)。 即 , z( り ) 的 Fourier 
级 数 (2.1.1) 是 可 以 Abel 求 和 于 它 自己 ， 

我 们 在 前 一 章 中 应 用 复杂 的 怎 阵 积分 技巧 , 给 山 了 eKr) 的 
具体 表达 式 . 这 一 章 , 在 Abel 求 和 的 启发 下 , 我 们 研究 了 (2.1.1) 
的 Cesaro 求 和 .在 $2.2 中 , 给 出 了 Cesaro 求 和 的 定义 和 对 应 的 
核 . $2.3 $2.4 。 正明 了 了 如 下 的 Ricsz 型 定理 : 若 gp) 在 U。 
上 连续， 那么 , wu(U)》 的 Fourier 级 数 (2.1.1) 可以 (Cg) 求 和 


于 它 自己 ,但 a> 一. 


在 Ccsaro 求 和 的 定义 中 ,不仅 核 可 以 用 矩阵 形式 明白 地 表示 
出 来 ， 其 求 和 系数 及 一 些 有 关 积分 常数 也 部 可 以 具体 算出 来 ， 为 
了 对 一 般 的 Cesaro 求 和 有 直观 的 了 解 , 比较 仔细 地 研究 了 Ccsaro 
求 和 中 最 典型 昌 最 重要 的 情形 ， 邑 Fejér 求 和 的 情形 作为 例子 。 
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通过 这 个 例子 ,其 它 一 般 的 Cesaro 求 和 中 的 一 些 系数 及 常数 也 可 
以 用 类 似 的 方法 定 出 来 ， 这 是 $2.5 一 一 $2.7 的 内 容 。 所 用 的 方法 
是 上 一 章 中 所 用 过 的 矩阵 积分 的 进一步 应 用 ， 

沿 着 这 个 思想 发 展 下 去 的 一 些 工作 ， 例 如 ,一 般 紧 致 群 上 的 
表 近 理论 等 将 在 第 四 章 中 叙述 之 、 这 一 章 的 内 容 取 自 歼 升 [2]。 


52.2 Cesaro 求 和 的 定义 和 核 


定义 在 5。 上 可 积 函 数 (ひび) 的 Fourier 级 数 《2.1.1) 的 
Cesaro (cg) 和 定义 为 


Bat Cy の (の )),。 (2.2.1) 
Nf AN 


这 里 


a i 1 7 a テ 
Bi = 人 x PKSCT wp. (2.2.2) 


(2.2.2) 式 中 的 K&(V) 为 Cesaro(c,a) 核 ， 它 等 于 


nN 
dd| > A 47ー ザ tt) | 
ん = ゆ 


BHA) CP) 『 G.2.3) 
这 里 
LJ < 
sr [> a | 
;Bl im 
0 Ch GAD det( — PF V, (2.2.4) 


而 
四 4 一 Clto 一 (人 二 Ne 十 D 
NI 
当然 在 以 上 的 定义 中 训 求 a> 一 1. 
首先 要 证 明 
定理 22.1 在り 。 上 可 税 的 函数 zC り ) 的 Fourier 级 数 (2.1.1)》 
的 Cesaro(c。g) 和 人 (2.2.1) 可 以 表 为 


* 49 < 


1 « 
i | *CY の )Ks( の の (2.2.5) 


这 里 K%(P) 由 (2.2.3) 所 定义 。 
证 若 ee 为 了 的 特征 根 , 那么 
BE NG) 7(P) 


AN fg NN 
= KS(P) り (の en ea, (2.2.6) 
这 里 My.s《PF》 见 华罗庚 [1]. 
现在 来 证 明 (2.2.6)。 把 (2.2.6) 的 两 边 看 成 ce9,:…，, < 的 
函数 ,由 于 (2.2.6) 左右 两 边 都 是 ec“@ ゅ ーー・」 cs 的 多 项 式 ， 比 较 
系数 立刻 得 到 


ga の ーー 


2z 


2 
内 | の キー オリ) K&(P) 


. の (時) *・ と 9) の, gO, 


应 用 第 一 章 中 惯用 的 称 阵 积分 的 技巧 ， 上 式 即 为 《2.2.2)。 所 以 
《2.2.6) 是 成 立 的 ， 

从 《2.2.6) 出 发 ， 其 左右 两 边 除 以 の (ec の ca)， 即 得 
eV( の る (UP) = Ks(V), (2.2.7) 


ナル た で マイ 


由 50.2。 可以 知道 て 2.2.1) 就 是 
を | uo) OD BN PD, 


HN PIs RN 

而 从 (2.2.7), 此 即 (2.2.5). 

立刻 可 以 看 到 , 这 样 所 定义 的 Cesaro (ce,m) 和 与 华 罗 睦 所 定 
义 的 Abei 和 。 (cg) 核 与 Poisson- 华 核 之 间 的 关系 ,与 普通 的 
Fourier 级 数 是 一 样 的 。 即 当 a 趋 于 无 穷 时 ，(c,a) 核 就 成 为 
Poisson- 华 核 . 本 

如 果 当 六 鸥 于 无 穷 时 , {2.2.1) 的 极限 是 夺 在 的 , 那么 称 nCU》 
的 Fourier 级 数 (2.1.1) 是 可 以 《csa) 求 和 的 。 ” 


se 50 » 


$2.3 Ceaaro 棱 的 半 定 正 性 


我 们 将 要 着 手 证 绷 如 下 的 Riesz 型 定理 。 . 
定理 2.3.1 设 x(Z) 在 zy。 上 连续 ,那么 它 的 Fourier 级 


数 (2.1.1) 可 以 〈c,a) 求 和 于 它 自己 , 但 “> テー 


な 


为 了 证 明 上 述 定理 , 先 来 证 明 : 当 a> を 一時, Cesro 核 是 


- 例 


“ 半 定 正 ” 的 《Quasi-Positive)， 即 要 证 明 如 下 的 
定理 2.3.2 (c,a) 核 Ks(V) 是 半 定 正 的 , 即 


1 、 
| IK&CP)1P EM, Ga 


这 里 对 只 与 nm a 有 关 , 而 与 N 无 关 ， 但 a> 2 一 上 . 


证 当 ” 是 偶数 时 ，(2.3.1) 是 显然 的 。 因为 在 这 种 情形 ， 
Ks(P) 本 身 是 非 负 的 , 以 至 取 M = 1 即 可 . 

当 *# 是 商 数 时 , 应 用 数学 归纳 法 ， 当 ”一 工时 ,，(2.3.1) 显然 
成 立 ， 现 在 俄 设 (2.3.1) 当 西 群 的 阶 数 小 于 * 时 都 成 立 , 从 而 导出 
当 阶 数 等 于 ”时 也 成 立 ， 
容易 看 出 ,| B51 当 尺 趋 于 无 穷 时 , 不 趋 于 零 、 因 此 ， 只 婆 证 


明 
1 
(2x)” 


| 人 160 :0 (0) 


i 
* [De®, ty er)l dd0, (2.3.2) 


了 一 


有 界 即 可 , 这 里 
1 て i 
0 mm 1 つ ) 48 に ke4rHyL. 
2 4% sin 30 +=0 


先取 8 之 1 /WN ,将 积分 区 域 分 解 为 
R,: 6 之 和 之 上 之 '…' 守 0, > 一 x， 
いで Tx 
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R ァ テ の 9 テ の テー テテ 6。 
Rt: TD 
E 记 (2.3.2) 的 积分 , 其 积分 区 域 在 R; 上 考 为 1;. 于 是 
6 が キッ 中 あお 
先 考 虎 1,. 将 R, 再 分 解 为 
: Rn: #2 0 テ の テー8。 
Ra: DTOD.2 一 
>>>=ー8>・ 之 0 rs 
Ra: ァ テ の テキ 8 テー8 テ の テー テテ 6。 テ ーー テル. 


记 (2.3.2) 的 积分 ， 其 积分 区 域 在 Ri 上 者 为 1， 研究 fm.. 


让 | | EAC CDT 


= る 


Dy 
VY 
Ey 
VM 

| 


お 


Rn 


~ | Dc’, en) | 0,. +40. 
ー he | le 上 (0) 
・1D(e の ee)1226…・d6。 
. ド PC II < — e の |29.。 
但 是 ， 由 于 
Te ep Ge -0 ep 


了 一 2 T 一 3 
mT ミー2 1 1 1 1 

ニス 2) の 2 ペー" や wrt On 
m0 ーー0 mm 一 0 t=:0 mn=0 ‘gd 


ma tl tt 1) 
DC mC — re 
1— eayrall — en, 
因此 ， 


» る 2 «= 


カー) 2 


ly 2, 2) SS -| 11 一 es 


#1=0 = 7 ュー は > な >92 テ ー ぁ 
Ft ) 2 


ーー ロー enelog(8 elggCOD I 
DCeita, «et, e800) 248,“»a6, | 11 一 cell 
・ IosC@) |"d0,, 
这 里 A “ja 是 只 与 外 58523595 有 关 的 绝对 常数 。 
为 了 估计 上 述 积分 , 取 其 中 的 任意 一 个 积分 
1 人 eeD1"48， 


1 一 ce 一 <] 
S26. 
oO "1D en) By: gb. (2.3.3) 
由 于 3 之 二 ,所 以 
(9)| aN e101 で (2.3.4) 
这 里 a 表示 绝对 常数 。 我 们 以 后 常用 。 表示 不 局 的 绝对 常数 。 
因此 ー 
Ls sg fw Be"-nts jg0 N* Bt tg, と 
这 里 用 到 了 归纳 假定 ， 
1c8C8D (8 
Spo" pons 
| の (の た > の あう) 1220:， の 9。 
是 有 界 的 . 出 于 > “二 ,0<a 裤 2 一 1)， 所 以 
一 az 一 る キュ マニ ーー ロリ リー タオ 呈 ー1。 
因此 ， 
ys 所 EN カー ター なす O((M3)- の 9 で )」 
这 是 困 为 十 ss 十 :十 局 一 20n 一 1). 
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于 是 得 到 
hs 人 O((M ぁ ) う の 5 つう 
再 来 考虑 Ts=i, 这 时 候 ， 
Se 1 i CO |* 
4 (2 | J 。 
ッ 1 (cz 。・ 1 yan) 二 d0… dB 


-60 TE le — ola0, 1 les(@ の 1 
j=2 


* TT le 一 ea,， 


i=2 


与 考虑 Tan 时 一 样 ， 
TI eg 一 cab TT | cw 一 cis! 一 


k=2 
Tl の ゆー0ーzP・ TG Gath 


< 之 SS be 


m0 m0 Hg Mn) 


ロー ee ロー el 1 — ee 
这 里 5…。。 基 上 只 mp っ mp 有 关 的 绝对 常数 。 
但 是 
1ーcelelekGDl2g] 1 — teal ralog C0) "0, 
| 一 ee エー earn 
とみ … テ の 。ー タ 
・I( の に … oi Cr) [DC eeOP・29:…・29。 っ 
< | Nr Brearetmad8， | 多 Nan 
・ Oz rt dO, ・ の) 
== O Cong enn tm tiN eng on" tatitn 6 mm Ne ) 
ー OCCN8Y "tn), 
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这 里 用 到 了 归纳 假设 ， 


| IA@DI つ IRO 


すみ の 。 シ ー み の ーー ム 
[De es) 26。・・・26。- 
是 有 界 的 。 所 以 得 条 
一 人 一 gw# す ョ ー2) 
同样 可 以 证 明 。 "" 
la nm O((M8)7 す D(ーee キ ーーD] 
以 至 最 后 得 到 
1 = 0(CV8)- の "つう 十 の (CV)3ーcmT*ー2) 
ETRE 0 CCVg)GTO(-wte- に の) ー・ 
+ ON 
如 阿 处 理 7。 一 样 ,同样 可 以 证 明 
ぉ ーO (CVa)*ーem4*ー2) 十 O CCM8)*ーem+s- お ) 
+ …・ 十 ON 
Tn = O((M8)- の の) 
现在 来 处 理 R 上 的 积分 五 .将 R: 再 划分 成 


> > 之 0 1 守 0, 之 一 6， 
区 于 テテ 9 の テー9 学 の 6 テー= 
5 一 > 8, > 一 x 


记 (2.3.2) 的 积分 , 其 积分 区 域 在 xx 上 者 为 Ji， 于 是 ， 如同 处 理 
I 的 情况 一 桩 , 可 以 证 明 | 
カー OCCN8) mt + O(CM の Te の ) 
キー + OC(M8)"")。 
ムー OCCNG et te D) + O(NG) ""), 


に 


ーー レー に …| ld eile le 


ルン さす 


» {De'e:,..., es) 140,.-.40, < 
eel lic -oR(0) [1 DC, seis) 982. 40 


6。 テ ーー0』 ア ーー は 
4 
1 し ECSIM [Te — e9190, < a NEY 
i=2 


‘ |… CS EC 1" 

9 1 の (ce 。・ ーッ の 25)12 79 の ・・・g6 。。 
由 归纳 假设 ， 上 式 为 
ON DY, 

了 一 OCCNS -DY) 十 OCNG +t" ty) 

+ ONG YD) + + ON ), 

1 
取 8 3 即 得 

了 一 0(1), 

此 即 证 明了 (2.3.1)， 
5 2.4 Riesz 型 定理 的 证 明 


现在 来 证 明定 理 2.3.1. 

由 $2.2 知道 ， 
時 - 
| KC の -1, (2.4.1) 
并 且 在 5$2.2 中 已 经 证 明了 : w (CU) 的 Fourier 级 数 (2.1.1) 的 
Cesaro (cg) 和 (2.2.1) 3% (CU) 可 以 写成 

ee 

| zey の KP)P. 

因此 ,从 (2.4.1) 得 到 

0) -uo)— 去 上 (uCVO)—u (UI RSCTOV, (2.4.2) 
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我 们 要 证 明 : 当 NN 趋 于 无 穷 时 ， 
BD Ww) =a. 
只 要 证 明 ， 当 扑 于 无 穷 时 ， 
に (wCP の ) 一 g(C)) KKCP) ウ (2.4.3) 
趋 于 零 即 可 .而 (2.4.3) 即 是 


二 "Bn J -| St 


・(oA(@ う ・ -…o8(9。) De の ーー の | 29・・・g6。。 
(2.4.4 ) 
这 里 
le, の) = ーー | (uCVUY 一 (UE ア ]. (2.4.5) 


lia 
如 同 正明 定理 2.3.2 一 样 ， 将 积分 区 域 
xz 一 
分 解 为 Ri, R31 ・・・ > Rain. 
记 (2.4.4) 的 积分 , 其 积分 区 域 在 Ri 上 者 为 I。 由 于 z(O) 
在 。。 上 连续 以 至 在 x。 上 ， 我 们 有 
MPT うす 


这 里 工 是 一 个 绝对 常数 ， 因 此 ， 当 选取 5 テニ 时 ， 如 同 在 2.3 


中 处 理 a 时 一 样 ， 我 们 来 处 理 お っ cg) Ts 

先 考 虎 . お 。 如 同上 节 中 处 理 1 一 样 ， 将 R, 分 解 为 Ris? 
Ra-T，"…， Ra Ra。 记 《2.4.4) 的 現 分 。 其 釈 分 区 域 在 R 上 
者 为 [i， 研究 Dn. 


eee AO 


Di, 2 dQ,, (2.4.6) 
人 队 (2.4.6) 可 得 
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[al las(0) 1 DCT 


ED yl 


で みり ーー テ の ょ テー す 


* |Dle®, ,en) [dg @ |' loscen I 
* J le® eid, 
チー テラ 


和 如 同上 节 一 样 , 考虑 Teve， 这 里 Jun 由 (2.3.3) 所 定义 ， 利 用 
《2.3.4) 得 到 


Tsa SS g yere eta, » Nat ta 
5 


EC ET CT 


= 1DCe':, “> en) |? 29・ ・・7 の 。。 
由 定理 2.3.2。 我 们 知道 
TD CN erty, 
因此， 得 到 
[7 = 0 CND 和 +0 COR 
+ 二 O(CMg)-" の 7 。 
同样 可 以 证 明 
[Is | 一 OOV5JoT9 OCN 
因此 ， 
15| eK OC((Ms)- の PD + + ON ey, 
用 同样 的 方法 ， 可 以 证 明 
(7 一 OCCNEY ete DY TF 十 O(CA8 う - の )。 
[nl = O((Me ナ の う 。 
因此 ， 
[| キー = OUND キ ・・ 
+ O(CM8) が Ce お) + ONG ey, 
现在 来 考虑 五 。 如 同 在 $2.3 中 处 理 1 一样， 先 糙 Ri 分 解 为 
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ms rs mm 并 且 记 (2.4.4) 的 积分 ， 其 积分 区 域 在 jx 上 者 为 
及 。 如 间 上 述 的 证 明 一 样 ， 可 以 得 到 
[B+ + [onl 一 DCGV5) 
十 0CCM8) デ ーーm キ ぁ ー の ] 十 .十 O((M8)- の 7 う 。 
最 后 来 考虑 卫 ， 


了 


1 有り i 
ー Go)* BE we ON 
CR CE DCe tet en) 1126,… .20，. 
由 于 u(U) 在 VU。 上 连续 , 以 至 对 于 任意 给 定 的 3 > 0， 一 定 可 
以 选取 5 充分 小 , 使 得 当 
> >0, > —8 
時 


pe っ eit)! < 7. 
因此 , 由 定理 2.3.2。 当 a 之 二 时， 


(2 し よ づ 6 
以 至 对 于 任意 。 > 9， 可 以 选取 8 充分 小 ,使 得 
fl で g/2. 
因而 对 于 任 给 的 8 > 0， 选 定 了 8 一 5(s) 之 后 由 于 mm 一 
+ 1 > 0。 因此 , 总 可 以 选取 充分 大 ,使 
| 二 十 1 十 7 于 … 十 |Jor で 6/2. 

总 起 来 ,得 到 : 对 于 任意 给 定 的 。 > 0， 我 们 有 

li| で 5。 
这 就 证 明了 定理 2.3.1、 


$25 Fejer 求 和 
为 了 对 {eya) 求 和 有 更 直观 的 了 解 ， 现 在 对 其 中 最 简单 而 


最 重要 的 Fejtr 求 和 进行 仔细 的 研究 。 特别 是 《ca) 求 和 中 的 
系数 及 积分 常数 都 可 以 参照 以 下 Fej&r 求 和 中 的 系数 及 积分 常数 


59 = 


把 它们 定 出 来 。  . 
从 52.2 中 的 定义 容易 看 出 Fejér 核 为 


1 det(ー PN+l) 近 


(2.5.1) 


BY 二 1" | dai —V) | 
这 里 
Ba Be 
CON TD"™ | 
【| det(T — の の や) pe 
に dt サー の) 人 3 


特别 有 兴趣 的 是 : Fejér 核 也 是 定 正 的 ， 而 且 具 有 如 此 简洁 
的 形式 、 并 且 从 此 推出 , 当 = 守 1 时 ,所 有 的 (esa) 核 都 是 定 正 的 . 
从 定义 知道 ，Fejér 求 和 的 系数 为 


・ 1 
Bj Bl ーー 
BN + DC 


| DC PP。  Gs3) 


而 MK( び ) 的 Fourier 级 数 (2.1.1) 的 Fegr 和 成 为 
CC な の に (0 う ) 


NN PI PN 


1 rldet( — PN 
BN + DC a 
Riesz 型 定理 (定理 2.3.1) 成 为 下 述 的 Fejer 型 定理 : 车 xKD) 在 
UU。 上 连续 ,那么 xD) 的 Fourier 级 数 (2.1.1) 可以 Fejtt 求 和 
于 它 店 己 、 

利用 Fejér 核 的 定 正 恰 可 以 比 证 明定 理 2.3.1 简便 得 多 地 直 
接 证 明 上 述 的 Fejér 型 定理 , 而 不 必 事 先 证 明定 理 2.3.2. .这 里 从 
略 (参阅 定理 1.3.1 的 正明) 


526 系数 的 具体 表 注 。 。 。 .  -- 
内 这 一世 开始 ， 我 们 将 应 用 复杂 而 精巧 的 纸 史 可 分 的 技巧 来 


< 50 * ゃ 


3 


ア 。 (2.5.4) 


给 出 Fejér 求 和 中 系数 和 积分 常数 的 具体 表达 式 .。 通 过 这 个 计算 
过 程 , 可 以 看 出 如 何 来 写 出 一 般 的 B7.…。 的 具体 表达 式 及 5 的 
. .由 (2.5.2) 及 Ne . 
Dfe-2 e907) a て 一 1) ま "の -D 
・ り (1 一 je “一 ec ipr) 
出 发 ， 应 用 第 一 章 中 常用 的 技巧 ， 得 到 (参阅 81.6 一 一 81.8) 


BN = CN 十 DE" By | 
i F で cpV9CT 一 すけ 9)25 の 1 2 citndein Ng (1 — ei Nte rg - 
or 」 Ss Ls ei0)s 2 PB 2x J。 - - て ユー PCO 
1 pm catiecisNe(1 一 ciCN+05)1a28 1 の の heraNCL 一 eKM+3) の Dsm gg 
"| 2z i, 《1 — 0 ファ ら 《1 一 ey 
I し の acinNeK1 — -Noayrad8 1 ?2z iseeizNeil etN tI tg8 
に ,Cl~e St a (ュー Dh 
3 2.5.!) 
记 四 . 
5 5 - す 2 991 一 “一 此 N 二 109 人 22 
た [ た (2.6.2) 
4 9 2zJ _ (1 一 ee 四 本 
那么 (2.6.1) 可 以 写成 
BMD = CN + DC— 1 DB 
i toy tn i+nN] 
dh 9 2 2 
+ +N 1 二 mV 
プッ テー 2 — AR Fg— 
た sr 1 » 2n—l 》 多 23- 1 2 (2.6.3) 
『 iteN わす py 上 sta 


Antl 3 Gat っ に "> の 


引 理 261 当 p 专 24 时， 


A や や Dt 
(pO— DI fe Ai(22 一 の 1 。 (2.6.4) 


十 ( N 寺 1) ヶ mg . 


证 取 g 一 rei0<r<1， 那么 


a = 


e $I » 


ag = LL ここ の 


了 ロー の の" 
由 于 p < 2 应 用 SR 从 属 定理 , 上 式 等 于 
ie ge 
但 
EC > i が 
及 
所以 . 


从 (2.6.2) 及 (2.6.5) 立刻 得 到 (2.6.4). 
ay 还 可 以 写成 


(2n)t Dp+ta—tNt+l)s—i)! 
(一 Hb fo tg + DD ING DI 


9-(N+IJs>0 
根据 引 理 2.6.1。 得 到 , (2.6.3) 就 是 
上 nD Dh 
BisaN CD (2z2 一 1)1(2 ヵ 一 2)!・・ -zl(N + DB 
C1)(2ntt ml)! ... > (一 "2 ぁ エ ルー リ ! 
n=0 hlalC2n—s)! 9 の Mo ara((2 タ 一 )! 
| (De2 ァ 一 1 キ も ー リ 1. ざい (一 UDGp 一 1 エー リ ) 
a > Kin!l(2n—s)! っ 2 kal (Zn— ss)! 
i”0 0 


本 


(一 Da 十 1 十 和 一 1)1 (一 Don 二 1 二 4 一 1 


Te を !s1(2 ヶ 一)! 6 sn=0 Kalss!l C2n = sa)! 
tw x az 


(2.6.6) 
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这 里 
二 二 nN 一 (N+) 
ke— lat nN — (N+ 1)ss, 
简化 (2.6.6), 它 的 右边 等 于 


(9 の 1 一 DO の 
2 ぁ ー1D(2z 一 2 に …z1CV 寺 1)"g。 


M0 な ーー .Relssll2n—s,)! 
km0 god 


JIK2 ヶ 一 1 十 2!」 ーー (2 ぁ ー 1 + ke)! 
Ga 一 2 し (Ga 一 2 十 外) 
( ヵ 十 克 )13 时 信守 (z+ kD 


CD 一 Ds 
(2 ヶ ー 1 -nN + 1)* By 


2 rn 2 
s か: Aa > CF Ct eC で sf 一 1) セオ 
nb n=0 
ki ka>0 


(2 一 1 十 各 )… -Cn 十 1 十 二 ) 《22 一 1 十 入 )-… (a 二 1 二 4 


om 


(rz 十 2 十 れ Cz ミキ ん 4) > ( ぁ 土 2 十 *。)(z 士 【 士 ) 


2 十 1 十 外， > ぁ 二 1 十 4。 
ke ーッ 1 
上 式 右边 的 行列 式 等 于 


を uuukTA DN, a (ュー の お す Aa) ) "7D 


多 
PS 
limt D" (zedHitto) en, CM’ 


E mb 9 a- xX‘*+1+m) 


根据 华罗庚 [1] 中 的 一 条 定理 ， 它 等 于 


ゃ 63» 


(一 1) ま "e-0(z 一 1)! に 2111 
Se Dlr- tg) 


x H+, LLP LT 
本) ・ー・ ンー キュ すん 


し 


XT t+ ーー・ > htt 
(—1) nta-D ー1)!・ ・2111 
== lim- (a 12 に 2111 
ーー マト ee Dl re 
zm} 
[Rt ・ 内 NA 
NSa— ts, ss XD 


: FM 
根据 NC eg) 的 定义 ， 上 式 的 右边 就 是 
tz— D122211IN(G(N + Dn — hlN + Da 
ー ち ーー (N+ 1 C—O—n+t 1) | 
= ーー DI CE 
(M1) ゥ ー カ ー ヵ タナ トト 1,… 
(ND ーー ァ ナ トト !) 
= (ーー DI 2ANCN + Ds f+ Ds 
— fs CV + Ds ーー た) 
最 后 ， 得 到 


p, = CDP) Cn 1 に …2111 
NT Da DN 


RR C—1) ts CH Cart ss CI CEthe 
s1=0 ja=D 
Kaz9 人 だ] 
NON Ds — fCN + 1)s, — fe), 
这 里 | 
k= nN— (N+ si 1,2,.*, A 


» 64 + 


$2.7 积分 常数 的 计算 


从 Bj 的 定义 知道 ，Bo.s 一 1， 所 以 - 
Bp ~ Dn Cr D121 
ED Gr— Di 


了 类 
* >， RS 《一 1744 rm の Cost Cr Che 


* NON + Ds CN + 1)s,), (2,7.1) 
这 里 ; 
k=n—i+nN— N+)sy=(N+!1) 


"(noi 52 ッ ("ドカ 。 


于 
MCM + Ds NW 十 Dry 
ー DIUN+tDs tn Oo 1 (CN 十 Dr 十 ti 十 Drn) 
の ( ヵ 一 ュー・ ぅ 1。0) 


っ ) 


所 以 
(CM TF Ds (CN 十 Desa) = (N+1) 2 | 
の (っ こうら う 1 \ 
の ( ヵ ー 1,-...,1,0) (1 キ o(#)). 
队 Xi 的 定义 知道 ， 当 Nz s ー 1 时 ， 要 上 0, 必须 
な 015・ バ 5 ター 1。 再 应 用 以 往 惯用 的 方法 , (2.7.1) 成 为 
人 (なせ ー1) 
一 KeD*(a 一 うに 2111( 一 1) * (ro(3) 
CM 十 1 の 9TD(2 ァ ー Dal ~ 7 
4 っ 4 っ Te 4 に 
| 
PP | 村 DC 一 1 1,0)” 
と と 人 A 


(2.7.2) 


» 65 ・ 


这 里 
と お m= (— CC NID 
在 《2.7.2) 的 行列 式 中 ， 有 两 个 | 与 w 是 相 岂 的 时 候 ， 行 列 式 
为 零 ， ne … 党 交 0, 所 以 只 有 5 一 sn 一 1， 
2 一 ?一 2 一 0 时 ， 行 列 式 不 为 零 。 于 是 , (2.7.2》 成 为 
DI ・2111 eh 
By 1+0 
CM + 1)3PeTD (ファー 1)1・ = ( え ) 
A の と し 
A イー ュ 5 Tg と 


ae 


所 以 
(zr — 1) ル 21 1 
(WM 十 1 う 9eTD(2 ヶ ー-1)1・ nl 


EC eee ( +o0(3)) 


CHIN s c tN+N—2 5 で 5 す ( ざ すけ ーー 


“a a 


* 。 (2.7.3) 
で うす (9 すめ ロー ジー1 Cott -D2  。。。。 の きせ Y す D(mー リ ーー 


CH ター CefNTDr 2 sy CTT 


记 (2,7.3) 的 右边 的 行列 式 为 A， 那 么 (2.7.3) 就 是 
Ca tC DA 
(N+ DMM 一 1 いて (az 十 D1 


‘re. er 


对 和 进行 计算 , 由 于 


By = 


» 
> ++ 
CF: CH 


所 以 《2.7.47 中 的 和 成 为 


» 56 。 


(すま うー【 


(N+1)—2 INE 
>) CE >) Cettt, こい 。 スリ Ct 
*=0 k=D *ー ロ 
HN+1}—L n(N+1)—2 WN+1)—s 
DBD) Cot, > の だ Ao 2) CHEK 
=0 «=0 k=0 
相 邻 行 相 减 , 得 到 
EZ S Ct -+ CNtD ah CRH 
tn eh 他 人 二， ~ CettoNto etl 3 C+Da 
继续 进行 这 个 步 聚 ， 最 后 得 到 
CT や ’ 人 の CI™ 
= oo A RG ， 
CDNT+D， ~ CDNAD， CH-DN+Y 
CN+D， “+ CT CNTD 
应 用 以 往 惯 用 的 技巧 ,4A 等 于 
ND 


* Eid oa) 
pl 二 1) 本 
1( な 一 1)1・・11 ES ia HONEY ai 


は 


(x OCN すめ 4)(mー3) 


ztNtD- ~~- Ca aD 


NT Cz— D1 
ヵ 1( ヵ ぁ ー 1)1・・*11 


NID ー・。 (CVTD-1)( ゅ ー リ 

lim ei es ree re 1 
ips, one Gat Dr 
ご CE ， ーー・。 rt) 


— (N+ 1)" NN, (rr 一 1)N VD) 

= (N+ YPNT iD ~ (N+ nD, 
于 是 , 最 后 从 《2.7.4) 得 到 

定理 27.1 当 N 之 zn 一 1 时 ,有 


(2.7.5) 


» 67 < 


也 CC CE RT x +o は 3) (2.7.6) 


由 上 人 述 定理 及 (2.6.7), 我们 有 
定理 27.2 当 和 N 守 js 一 1 时 ,有 


(ni -2111( の 1+ 0(t)) 


Bi NO CD RN TD 
< SS > Nd Ce Crh. “CisCaths 
0 4 
・MCCMV エ 1 ュー カ ちっ ・・5(M + Do 一 加 )。 2.7.7) 


从 NC 的 定义 及 定理 2.7.2 还 可 以 看 出 
Bi 一 1 十 DO (3). 


§2.8 几 点 注 记 . ーー 

① 这 一 章 中 的 Ricsz 型 定理 (定理 : 2.3. 1) 的 条 件 “CU) 在 
西 群 U0， 上 连续 ”可 以 减弱 为 “x(V) 在 U。 上 可 积 且 有 界 ”。 此 
时 ，2Z%(UV) 在 x(Z) 连续 的 那些 点 上 ， 当 入 趋 于 无 穷 时 ， 还 是 
趋 于 w(U); 基 Rissz 求 和 是 局 部 性 质 . 

(2) 华罗庚 在 {2] 中 定义 了 Abel 求 和 ( 见 第 一 章 )、 并 且 证 明 
了 : 若 x(D) 在 0。 上 连续 ， 则 (な) 可 以 Abel 求 和 于 它 自 
己 。 从 而 得 浊 了 一 条 收敛 定理 (定理 1.3.1)， 当 7 充分 靠近 1 时 ， 
我 们 可 以 将 Abel 和 

pr)trC Cy CU)) 


一 人 


作为 AKCZ) 的 近似 值 。 但 在 这 和 近似值 中 食 参 数 * 。 本 文中 的 
Riesz 型 定理 又 一 次 地 得 到 了 一 条 收 伍 定 理 且 作 为 SC) 的 近似 
值 的 《C,m) 和 (2.2.1) 是 不 含有 + 的 


(3) Riesz 型 定理 (定理 2.3.1) 中 的 条 件 a > テー ! 是 否 可 以 


・ 68 。 


再 往 前 推进 ? 当 = == 1 时， 这 个 结果 ， 众 所 周知 不 能 推进 ; 当 
* > 工时 能 否 前 进 ? 这 是 一 个 值得 研究 的 问题 . 

(4) 从 Riesz 型 定理 (定理 2.3.1) 的 证 明 过 程 中 ， 我 们 可 以 得 
出 一 条 更 一 般 的 收敛 定理 ， 这 将 在 以 后 第 吗 章 中 证 述 之 ， 并 将 它 
应 用 于 紧 致 群 上 的 逼近 理论 。 
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第 三 章 西郡 上 Fourier 级 数 的 部 分 和 


$3.1 Dirichlet 核 


考虑 可 积 通 数 w(O) 的 Fourier 级 数 
> tC Pn) (3.1.1) 


Ti fs 
的 部 分 和 
PU) 一 > (Cr の (の ))。 (3.1.2) 


aa ンー テー 
这 里 
ーー カキ ぁ ー1。 ち あー カオ ャ ー2。… コ と ー カ な 
我 们 将 要 证 明 ( 赣 升 [1]): 


定理 3.1.1 ”可 积 函 数 sn(U) 的 Fourier 级 数 (3.1.1) 的 部 分 
和 (3.1.2) 可 以 表 为 


二 | zty の ) み の,。 


C 1 
这 里 名 wl(V) 是 Dirichlet 核 ， 它 等 于 
1 
(な 一 1) に ・・211 1 の (れれ 4。) 
9 8 de アー VNY) 
0 


这 里 112，…、 是 忆 的 特征 很 ， 而 DD 为 Vandermonde 行列 式 ， 


DD (あっ ーー ジー) 表示 算 于 


ャ 29 we 


| 
| 9 8 3 
staー3) | Ba 9 ね 84, 
NL GN 
1 
站 
(@) 3 人 に S で (| 
证 首先 从 $0.2, (3.1.1) 就 是 | . 
| rw 2) ND LY, (3.1. ぅ ) 


fi> ty 
所 以 , 3.12) 就 是 ー 
Lf zy の > M( カ Xa) 


で が テカ ン 7 ョ ラー ツリ ョ テー 
我 们 来 计算 


N CD Xs CP). 
ロン ウーン ョ テー 


从 《1.3.2) 及 (3.1.5) 知道 , 所 谓 级 数 (3.1.1) 的 Abel 求 和 就 是 
を se の 了 POONCOX CPO. (3.1.6) 


fifa ta 
由 [2] 及 (3.1.6) 知道 
ダー の Ow の の ) ュ ーー は ー の トー 


こたつ に lde(r — s+V') |" 
于 是 从 xX(V) 的 定义 ， 我 们 知道 ぅ 若 の の Mo ee (8, 之 6 = 
・… 聞 9.) 是 地 的 特征 根 , 那么 . 
955 1 8; .. ,eibn 
De .+ ,ets) 2 DM ES SE 
(1 一 が の 


| 1 一 rci:|2- | 1ー ァ el ” 


这 里 2 “es x 


を ta) 一 


@ 7l = 


考虑 6，6。-…，6。 的 函数 
css 0, 人 
gl 0.) [1 一 re | |1 ーー テン (3.1.7) 


将 它 展开 成 多 恒 Fourier 级 数 


ps snc Ot rnd (3.1.8) 
rg 


研究 它 的 部 分 和 
ee > PP Jp の bl 


v=—N ャ ぁ ぉ デー (2z)" 


| gb) TT dak — adds :dbs (3.1.9) 
9 Eh j= 


这 里 
gy( の 本 


即 是 一 个 变数 的 Dirichlet 校 , 
由 于 
D(a »* や ie i きこ PD 
11 reitjzm vi1 一 ein|2 


_ >» の) NO) ss | . 


i 
fi fg 0 


ビー Pb 3 


yn 
evi ッッ シー 


可以 看 出 ,(3.1.9) 的 左边 就 是 


ODNCODM pe cion), (3.1.10) 
が カン ョ ンー ンチ ター ザ 5 


于 是 
Pr INC Xa CT eB ーー・ っ es]1) 


みれ テン ーー ツリ アー ザ 


@ 72 + 


1. 隊 a コテ の (の 。 ・・・ っ ee 4 7 


Ca。 pasee) TT 11 — sel” 


v= 


・ 28( み 一 2 あの の 。。 (3.1.11) 


于 二 让 


应 用 以 前 一 再 使 用 的 积分 技巧 , 可 以 证 明 , (3.1.11) 的 右边 就 是 
(1 一 の の) の Se Dlew,- ep 
の Ce の 5・・ っ の 9 の)(2)" ET Py ] | TI 11 一 ヶ の 
Ph バッ Pro Bs ーッ Bo adh dhs G3.1.12) 
而 Pd, pO, ,0») 是 
: auth — 0), (和 一 的) 
aa 一 


|= 
oa 


dub, と で 0,)， 9 ) dws 9。) 
将 (3.1.12) 的 右边 的 积分 对 酉 群 的 旁 系 积分 ， 于 是 得 到 


1 | {1 = rp pis) ps sO っ 9。) 耳 . 
の ( のみ 、・・ ,e's)C /vy Ke DC, ye ta) 
. . (3.1.13) 
让 > 一 1， 于 是 pf(r) 一 1 . 这 样 ，(3.1.10) 就 是 文人 (D)。 面 
(3.1.13)。 根据 调和 函数 理论 , 当 + 一 1 时 , 这 就 是 


1 h P( の >・・" > の 。 * っ の > の > 5) (3.1.14) 


CD De dy 
; と 
面 这 就 是 
1 fm Ph, de) - 
の (と の en) て り ( め 。 バッ $a} 
本 て 


D (ds ・> の 。) : ーー (3.1.15 
0 a (3.1.15) 


应 用 [1] 中 的 定理 1.2.4， 即 得 : 2 の x(V) 等 于 


s 73 。 


dn(0,) » 2 dn(0,) 


Lui 2(6)。 CD 
( ゅ ー1)1・・2111 の (ce 中 っ ee) 


d8 (9) 3"" "2 a¥ 2(@。) 
(3.1.16) 


GIO 及 D(-， ee 如 ) 的 定义 (3.1.4)， 立 刻 可 以 
得 到 (3.1.3) 或 是 直接 从 (3.1.14) 出 发 ， 应 用 [1] 中 的 定理 1.2.4 


也 可 得 到 (3.1.3). 


$3.2 Dirichlet 核 的 代数 证 明 


这 一 节 的 内 容 是 叙述 华罗庚 的 结果 .作者 证 明了 定理 3.1.1 
之 后 ， 华 罗 庚 给 出 了 一 个 如 下 的 简单 的 代数 证 明 ， 而 县 他 的 证 明 
并 不 依赖 于 Poisson~ 华 核 . | 

由 定义 , 我 们 知道 ， 


N (の Mia e's + "ッッ cen) 
Nil ls Ny 


-CD OD | 
Nel Ig NN | se 


经 党、 de 


Ce (3.2.1) 
er rr Din i l,l, 0), 
Ais, ub A 
这 里 ーー en, 
由 于 行列 式 展 开 的 对 称 性 ,将 4, 4;,'-…, 1,) 进行 另外 一 
种 排列 ; (3,2.1) 的 右辺 的 値 不変 , 所 以 
N (f) Mpa leh, e の 5) 


ロン ンー テー ビ 


1y,. に 。 1 | 
1 ぶ 了 3 Db, bs 1 | 
es Ely 

i Bt, 5 nh 

4 っ > | 

4 ちょ > A 1 
人 の (テー まい ・・ ぅ ) 150) 
ln, «ey 隐 


sia 1 で - N 1 
ー バ (バー1) 2 Ge 10 SD 
Zu( 4 3 ant 1) p "my ga(4) 
。 an(2), am(1), "+ の) 
am(1) 入 an2(1) > | aa A) 
这 里 が ) 一 的 于 十 五 二 "十 全, 
将 (3.2.2) 的 右边 的 分 子 拆 成 sa" 个 行列 式 ,那么 这 些 行列 式 
都 成 为 如 下 的 形式 : 


fr PE ’ et As 如， 


{3.2.2) 


如 ls, 加: 人 所 
や i » lA » ? ln a (3.2.3) 


la Ares し 3 Be 
这 里 Vis Vas ”3 Yn 是 在 1l,2,*"*,n 中 取 值 . 显然 ,《3.2.3) 中 
所 有 的 行列 式 都 等 于 零 ， 除了 vs vas: za) 是 (1,2,:……,n) 
的 一 个 排列 。 于 是 
NO MI e'™, "うく can] Cle 
ロン ジー テー 
A A トッ 4 な 


ぶ 3 lf: bh, A ddis 1 
FE | D(n—1,...,1,0) 


Lan, da に た まき ルビ 


ba N 
スリ 1 Ds > か AA 
-N 一 上 —N 

N N 对 
Da Bi, 2022 
ー ざ 一 人 -N 


so 


Dr, pT ーッ Si 
-NN ご ーN 
1 
dn{0,), dul), “rs の 9y(9。) . 
a (の が 人 (の) ? NM > dw{0,) 
. | dp (0.), 0, ~ dy DBT 
” 这 就 证 明了 定理 3.1.1。 显 然 ， 这 个 证 明 比 和 5$3:41 中 的 证 了 明 
来 要 简洁 而 直接 ， 在 第 八 章 中 用 此 方法 算出 了 5OCz) 上 的 
Fourier 级 数 的 Dirichict 核 , 而 $3. 于 是 风 正 央 放 其 丰 和 全 县 生 
阵 积 分 的 有 用 方 靶 . 
$3.3 Fourier 级 数 的 部 分 和 
已 经 知道 ， 若 wx(Z7 为 = 阶 西 群 g。 上 的 可 积 函 数 ， 它 的 
Fourier 级 数 … . * 2 の i 32 63 
DCB DD) 
- カー な か" タリ 人 1 
soCO) 一 > tr CC U)) G3.1 
いと つ ル オバ ペン プチ こつ 、」 


可以 表 多 
Th xy の の の を 。 。  G32 


由 78 e 


这 里 芒 w(TP) 为 Dirichlet 核 , 如 (3.1.3) 所 表示 的 那样 ,为 方便 
起 見 。 用 (3.1.16)。 设 『 表 为 


ーー ee ーー 
V= w( 大 新 
ein 
这 里 EU 取 reU。 使 | 
ef er, 
Dr) 
en ei 


这 里 Coie | 为 《1 2 -7) 的 一 條 排列 . 记 


ジ * 一 wr( 3 ry 
由 群 上 积分 的 定义 知道 
| 3 | uC par) = 二 | VD BATVIT. 


作 所 有 可 能 的 V*, 将 所 有 的 w(yV*U) 了 除 以 x4， 记 之 
为 xs*(7D)。， 于 是 


AD 一 上 上 |。 a PDP. GD 


ln = DPI C33.4) 


于 是 得 到 ， 必 (CD) 等 于 
es We し VY 
(Gy PF CR I 
・1D(e の > の の ) 2 の .…・g9 
由 ee り ) 的 定义 ， g( の >。) 是 の 。…・。6。 的 対称 函数 , 于 
是 , 記 用 以前 慣用 的 技巧 。 妃 *(O) 等 于 . 
1 


* 77 » 


・ の (の edx(6)・24(6)…・g(6.)29.…・26。。 


{3,3.5) 
可 以 证 明 
1 
と 1 8 
事实 上 ， 
1 
全 レノ 2 の )4 
等 于 
.ed 二 了 _ 
Di | a | De ee) 
・ dC dn C8) “dN (go)d9 db,. (3.3.7) 
进行 Fan ー 1) 次 分 部 积分 , 考虑 到 周期 性 , 即 得 (3.3.7) 就 是 
sa- 了 


(=-D 二 他 
(2x)* (Cn — 1)1---2111 0 
の 
999 998 99 
和 而 上 式 表 示 函 数 


uts—l) 
i 
(nx—1)1-..211! 8 66 sa Ot eo 
的 多重 Fourier 级 数 的 第 N 项 的 部 分 和 在 六 一 …' 一 6, 一 0 处 
的 值 , 从 的 定义 ,显然 这 等 于 1. 
从 (3.3.2) 及 (3.3.1) 得 到 、 @CO) 一 wx(D) 等 于 
Lf GD) — UD BP, 


而 从 (3.3.5) 及 (3.3.7) 得 到 ,上 式 又 等 于 
.ae 
于 


2 「 3 に (g(8 6) 一 g(D)) 


; | dr(8)，…dv(6) 


De hi, ett ye rd, dd 


Gr)" (一 1) に 2111 2 


~~ TB * 


の (の の で の se の 2 の)2 (92・・ “di DP(9 の 292,・ 20 
(3.3.8) 


5 3.4 Fourier 级 数 的 收敛 定理 


设 0 で ぁ ぐ 1. 若 在 U。 上 定义 的 函数 w〈 ひ ) 连续 , 且 
luU) — lV)| Alu — VOU — の ))?。 
这 里 4 是 一 绝对 常数 , 则 称 ( ひ ) 満足 Lipschg 条件 . 其 全体 


函数 类 记 为 C"CU,)， 而 具有 Km 阶 连 续 微 高 的 函数 类 证 
Cy 
若 w(U ec” CU,), 那么 , 进行 工 vs 一 1) 次 分 部 积 

分 ， 并 关卡 到 周期 性 ,从 (3.3.8) 得 到 ,sO(U) 一 CP) 等 于 


(一 _ 人 人 B の 8 
《2z)"(z 一 1)1- 211! Jo o 6 00! 922 よ 
・【(g( の > の) — ul UY De en)] 
・ の (9@)Z( の う …・2p(6。)29・・・g6。. (3.4.1) 
记 4。 为 
Co Ne の 
(2%)7 (る ー 1 ・…・211!1 Jp < 9 の 80:: Oden 
・ (gC0,, +, 0,) 一 “(0)) B06 a 
DC ed C0) dv(8 dB dO0s, (3.4.2) 
这 里 px， x 为 非 负 整数 , 満足 
ーー . 
Wo ん 12 ラ ・・・ う な 


于 是 
sD) — CO) の 2 PD 


先 考慮 i 20 由 定义 ， To > 位 等 于 


em 全 {gC0 9900) 一 uCU)) 


ee ) «dnCOD ednC Os)d01d0,. 


ーー 3.9.3) 
考虑 积分 区 域 

x 之 > 0 > x 
将 这 个 区 域 如 同 在 $1.3 中 所 进行 的 那样 划分 为 Rr it 
记 积 分 区 域 为 RR 的 积分 (3.4.3) 为 jj， 先 看 1;。 由 于 (参阅 
HaTagcou[ 1] 、 陈 建功 [1]》 


{arta — o(+ 。 (二 )), 
这 里 5 > 0, w 为 1 的 连续 模 , 及 
[le の le om が 


Gey 


由 于 zCO)eC ， 所 以 当 z>1 时 
ゎぉ ー の (し mem) 


所 以 


同样 可 以 证 明 
Ts = 0 (= 


a in" "nN), あみ 2.3,・ の らち 十 1。 


将 R, 再 如 同 $1.5 中 所 进行 的 那样 划分 为 > ,sats。 记 
积分 区 域 为 5 的 积分 (3.4.3) 为 J;， 与 前 面 一 样 , 可 以 证 明 


1 
fs = 0 (に 


), p=2,3,-"*s# 十 1。 


最 后 沙 虑 ヵ . 由 于 ぉ テテ の テー テー8。 
g(」・ ぅ > 9。) 一 g(C) う | = o(z。 9) ぅ 
ィ 830 。 


这 里 w 为 x(U) 的 连续 模 , 因此 ， 
テー Oo(w, 8)In'N), 
所 以 积分 区 域 在 
信人 一 
的 积分 (3.4.3) 为 


OC6la?N) 十 o( ユ 


EE 


・o( コ - lna nN) + +0 (二.). 
rN Nf 


在 其 它 区 域 上 也 一 样 处 理 , 以 至 得 到 yg 等 于 
i 1 
O(slnnN) + o( エ ln N) 十 .…. 十 0 (Gk 


取 9 = SM Ne cm 3 于 是 


To っ 0 ONE nr 0 


再 来 研究 Taame。 当 所 .yp 不 全 交 圭 時 。 由 手 0 さら る 
を 一 J， 且 不 能 全 为 零 ， 记 写 少 各 训 不 タバ (7 一 。2， "ey ヵ ) 是 
相等 的 。 例 如 5; 一 .由 De -ce-ano) 的 定义 知道 . 
BO” om -i9, me と 7 の 5 

' Ss 08 BO Dle 0, 3 う 
有 因子 Ce サー ek). 因 紫 。 

f= (ej — REC, ‘eo), 
而 

サー (1— ge の うー て (ュー ei), 


因而 1 等 于 


下 【用 一 1) 
(DD a ーー - 
eK の ) 


* [Cl tt — C1 — 0) J Ny nye 1nd C8) ed C8 Yd a0, 


セー1) 、 > 
2 (の )(0 そ ぁ そ 1)。 面 (中 の ) 
2 81 = 


若 u(U)ec™ 


显然 是 可 以 微 商 的 , 因此 


于 是 得 到 詳 *CD) 是 下 餅 的 。 卫 收 合 于 x(D)。 

于 是 有 ( 获 天 [3]》 

定理 34.3 设 sf) ec (U,) 《0 二 pp 二 1), 那么 
wx(U) 的 Fonrier 级 数 的 部 分 和 (3.3.3) 是 收敛 的 , 且 收 敛 于 xD) 
而 且 有 

In NN 1 、 

CU 一 un(U)| EA ma (CN) > loiN | 

这 里 4 为 绝对 常数 . 


$3.5 求 和 法 的 另 一 种 定义 及 它 的 核 


前 面 用 来 求 出 Dirichlet 核 的 方法 , 立刻 建议 对 于 西 群 り 。 
可 息 路 数 的 Fourier 级 数 可 以 作出 一 个 一 般 的 求 和 法 来 。 并 可 以 
写 出 相应 的 税 来 . 

设 &K9) 是 在 0 0 S 2x 上 可 积 道 数 ， 它 的 Fourier 级 数 


ーー や 二 多 


是 . 
2 ge の (3.5.1) 
了 是 一 种 求 和 法 , 邑 求 和 | 
它 的 核 是 

4。(@) 一 D>), tape, (3.5.2) 


《当然 假定 核 是 存在 的 , 即 (3.5.2) 是 收 敏 的 )， 著 当 和 = 趋 于 航 限 
时 ，rw 一 5*， 那 么 (3.5.1) 称 为 可 以 了 求 和 ， 其 和 为 ，。 
由 此 给 出 7。 上 可 积 函 数 的 Fourier 级 数 的 一 种 求 和 法 ， 
定义 3.5.1 设 x(2) 为 gg。 上 可 积 函数 , 它 的 Fourier 级 数 
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为 
フリ fr(C た あの 7 に.。( ど ))。 (3.5.3) 
し し が 1 
作 和 


Tm ™ >) Um tml * WmintrC Ca De ta OU)). 
fi fy 


若 当 m 趋 于 极限 时 ， = 那么 称 (3.5. 52 可以 了 求 和 , 其 和 
为 j。 
例 3.5.1 (a 次 Cesazo 求 和 ，w > a 
ry ™ > A A CO の (りう)) > 


Ne ロラ ー ジ チョ テー 
这 里 
- A (me エキ ダー ルキ DFT+ り 
a TT 
T(a+N+1)T(N— li|+1) 
全 3.5.2 (Abel-Poisson 来 和 ) 
r, = > ra tine Cp DCD). 
if tg 
应 用 证 明定 理 3.1.1 的 方法 , 可 以 证 明 如 下 的 
定 環 3.5.1 由 定义 3.5.1 所 给 出 的 工 求 和 法 的 核 Ka(P) 为 
pf( 
1 月 ” B14, 
(GD DL (6 う …- ん (9。)。 
(3.5.4) 


这 里 ムーe~ 季 4。 ーー の の 5 古 也 的 特征 根 ， 吕 为 Vandermonde 
行列 式 , 4。⑨ 一 う ) umpe*?9 是 一 个 变数 的 Fourier 级 数 的 T 求 


和 法 的 核 
证 已 知 (34177 的 多 重 Fourier 级 数 为 (3.1.8)， 求 (3.1.8) 

的 和 
2 


a | 


ypntimp timyy "°° Hmrat dst ta (3.5.5) 


83 sa 


这 就 是 


っ 3 合生 ェ ーー な * 
(2 ァ )< | 『 gs » ゆ 。) iw, の)2 ゆ 。 dbas 


这 里 4。(⑨ = > ee。g 由 《3.1.7) 所 定义 ， 


.可 以 看 出 , (3.5.5) 就 是 
> mi,** "mn Cr ) Ny の (の 。 =。 erpa) 。 


SS 
因此 ， 
nt)V (の [ez 本 + +- e160]) 


が 
他 es | Dle™, いっ 94) (1 一 すう デ 
(2 ァ )" Jo 9 の ee) TT 1 — 1 el)™ 
TI Rm Cs = dh: "dp. (3.5.6) 
应 用 以 往 慌 用 的 办 法 , (3.5.6) 的 右边 就 是 
の 
ae) G24)" を >] {1 = ci bu 
* O( あ 。 ーッ pes Bs dh dbs (3.5.7) 


而 LC が ミソ ・・ー ぅ の 。) 是 
kn 0 6)， 人 LC jc 9。) 
ん (の "の 0,)， Se km Cp 二 9。) 
ん (の 。 0.), *“**y Rm CPs = 0,) 
将 (3.5.7) 对 西 群 的 旁 系 积分 , 得 到 
RN a | 6 enh o) EE 
の (cz の 。・・。 en) C josldet( — + ))” 
る O( ゅ 。。 “pa Ds +, 8.) i 
Di, 
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让 > 一 1， 由 于 pf(r) 一 1， 应 用 与 $3.1 中 一 样 的 方法 ， 即 得 定 
理 3.5.1. 
当然 定理 3.5.1 还 可 以 用 $3.2 中 的 方法 给 出 一 个 代数 的 证 
有 明 , 这 里 从 赂 . 
例 3.5.3 “次 Cesiro 核 (a> 一 1) F8CY) 为 
1 
(MV 士 1)"( ぁ ー1)1・ 2 2111D (A, "3 ぇ 。) 
al A VC 一 yt | Me 
0 DN 
2 (gz ” 94, J・ (2A%)"dettt — V) 
《这 与 52.2 中 所 定义 的 Cesaro 核 是 不 相同 的 )。 特别 是 Fejér 核 


(WM 二 1) 一 1)1 2111( 到 01) 
a 。 8、 la 一 patDj， (3.5.9) 
Dp (an? 64。 det (1 — V) 
《这 与 $2.2 中 所 定义 的 Fejér 核 也 是 不 相同 的 )。 
绩 3.5.4 Poisson 核 PAV) 为 . 
oo 
1 D (Bs Bi) (1 一 テ ヶ う の * 
(一 1 うに 2111 の (4. ッ ーー ラス え 。) lder( チ ーー テア ) 1 
(3.5.10) 


《这 与 81.3 中 所 定义 的 Poisson- 华 核 是 不 相同 的 ). 
从 此 定义 及 多 重 Fourier 级 数 的 结果 (参阅 Zygmund [1])， 


mtn—i) 


立刻 得 到 : 若 x(U)EC 2 《5)， 那 么 它 的 Fourier 级 数 可 以 
在 上 館 意 叉 下 Abel 及 = 次 Cesiro 求 和 于 它 自己 (a 之 一 1). 
$3.6 Fourier 级 数 的 绝对 收效 
设 w(tV) 在 a 阶 西 群 UU。 上 可 积 , 那么 它 有 Fourier 级 数 
* 85 。 


《3.1.1)， 这 里 | 
Cr 一 | ED?, 
Di CU) a 0) イ 7 の)。 


而 (の) i (> か) 的 西表 示 , 于 是 有 
の の = TkG の z( の ) の) GA DD 


一 > 人 pw ZI A D, 


记 UV' 一 Ww, 于 是 得 到 
(C/E = A | gCP) ug) a yp. 
记 
gw) = [uv uw VV. 

于 是 

CC = ND | gar) を ゆう 
设 玉 的 特征 根 为 co， .…， cz。 记 

CE 0 WI]. 
于 是 ーー 

uC — DED. (i es 0 MI en, eos) 


(C27)* io dg 
“De ・・・。 600)gd0,: .40,. 
如 同 以 前 一 样 , 用 如 这 代替 &， 并 应 用 以 往常 用 的 技巧 , 得 到 ， 
r(,Cy) 等 于 
NO) (pa 0 オー オキ 9。) 
(2z* | | (5 いっ 9 
DC, ed 


記 
Hs > 94) 一 CO + De i 7 の 5) 


TE) ra | Var Cw VV LI. 
{3.5.1) 
于 是 有 
CD Te ... 0. 
が (の (2 ヶ )" 人 | に ( 1% » 9) 
・ と 9 オー キオ 59229.・・・ の 9。。 (3.6.2) 


介 ょ テム テー テム 如果 《ny fa) 是 (1,2, ーー る) 的 
一 个 排列 , 那么 容易 看 出 


Gy | 人 H(@,,***, Ou) の すす 7 229・・・g9。 

Dr i rr で うー 

"NG 

这 样 就 得 到 ， 作 为 多 变数 可 积 函 数 昌 (,…, 9,), 它 的 多 重 
Fourier 级 数 为 


了 ， の に et insp) ， (3.6.3) 
れれ ルー リョ | 
这 里 
> ~ (CCD ， 4 テラ ら テ ーー テル 
ra ーー の 若 > H 


一 0， 若 bs - 中 至 少 有 两 个 相同; 
ri (CC の ， 若い っ お) 为 《1 2 
”NG) 的 一 个 排列 , 且 』 ン テー テム 。 
于 是 【3.6.3)》 可 写成 
(Cy どう) 
nS ND 
同様 可以 自明: 函数 D( -9 。…。-_](@。…。9。) 的 多 重 


80” ' 86。 
Feurier 级 数 为 


Male 0, 二 en). (3.6.4) 


ee 87 。 


Dlpn 一 1 1,0) >) の 
っ . lg 
tC で CDM に (の Wy: G65 

设 (の, っ 9) 为 一 < 和 9 .，6, < = 中 定义 的 演 续 

畦 数 , 令 
40 有 ら 、。 "っ 9) あう た) 

a CE B13 Qi 十 ht りす ・ :054 一 KK, っ の) 

プイ の Os 05 hs ぁ ) 

ー 4 の (4 お 5 っ 95 ね 。 っ 2 うう 3 GO  . 
同样 可 定义 2440( お 05 05 な っ 4) は で ん で の 等 等 
内 TI 

と (6 の ュー a; ーー | 
Af; 8, 1 0 i ha). 
分 别称 a の 
oo( お Os 595 hs つう | - 

本 ee ten [4Y; の 3 お j> 8。)1 加 

;blGawlealcm ‘= ” 


及 = 
oh “= 6 


四 二 - 站 4 ・ し コ ~ 、 ユ 
sup | | ee 
[ED EE ブー テ 一 到 


之 1) 为 人 x < BD, es 所 < 中 定义 的 连续 浮 数 人 
RR | ， 

- 落 対 任意 カー 0:・・ っ カー 05 存在 し 使 

oe ね て) 二 天 (向 )= (KK 为 绝对 常数 ) 

重 成 立 , 那么 称 f(9.,，… ,68s) 满足 Lipschitz 条件 《P24)、 记 其 
全 体 为 Lip (の >e) . iz 
” 有 了 这 些 准 备 , 可 以 证 明 以 下 三 条 定理 。 

定理 3.61 若 CO)GC 5 目 


ma BI < 


uu 


LR eg - 
:20 人 J ae …,8DeLip(2sa， 
8。) 由 (3.6.1) 定义 , 那么 , 当 


这 里 HCO, »*** 
2 2) lorss Ch) 1 (3.6.6) 
Hii - 全 
3 ・ 1> ィ > 3 
3 
3 tn. -DD FR 
,县 : 


定理 36.2 若 z(C)eC 
し 0 we 
CA ト 2 99。 )) (9 
这 里 H{O,, * の 由 (3.6. 1) 定义 ， 那么 ， 当 
: 1 于 


Lab 
+ る 


)9。) € Lip(2。 な る), 


时 ,级 数 本 
> (> | CFO Ge | Da (3.6.7) 


fy “jk=1 


收敛, 但 
| 1>r> 过. 
3 


定理 3.6.3 若 Be € 2 且 


财 gCO) 的 Fourier ,入 数 把 对 收 绑 , 但 
次 2 >・ 


现在 来 证 明 这 些 定 理 。 : 
* S89 < 


由 于 通 数 の (2, LE 二 名 (@ ゥ ーー ぅ 6。) 的 多重 Fourier 


级 数 为 《3.6.5) 的 形式 ， 昌 5 CO, …。 6。) € 
・Lip(2。e)。 所 以 , 由 于 多 重 Fourier 级 数 的 绝对 收 伍 的 定理 ( 例 


如 参阅 Musielak [1] , 定理 2), 我 们 知道 当 “> ー 一 テ 时 ,级 


数 (3.6.6) 收 伍 , 故 得 定理 3.6.1. * 
由 Schwarz 不等式 , 我 们 有 
rc に の 368) < 


如 同 以 往 一 祥 , 可 以 证 明 : 


(oh i er | 


的 多重 Fourier 级 数 为 
Smtn—1) 
(D(z 一 1 1 0 DB) (バー の 7 


れれ ーー チョ 


tC Me 


由 于 
9 5 \ や \ 2 
(2( あ : 和 な H(0,, > 6。) € Lip(2。e)。 
所 以 ， 由 多 重 Fouricr 级 数 的 绝对 收效 的 定理 ,立刻 得 到 ， 当 


a> 工 一 工时， 级 数 
ず 2 


> (NAP uC Es) 


fi fg 
收 敏 , 这 也 保证 了 级 数 《3.6.7) i 因为 , 由 Schwarz 不 等 
式 ， SN 


の 5 | | = ここ CC Cn) (3.6.9) 


k=t 


成立 . Ei 3.6.2。 


a DO = ーー 


同様, 用 Schwarz 不等式 
2 の ee 5) <( や Nec) 
fj 


fi 


# 
(总 grr (3.6.10) 


而 函数 
日 8 5 a 
(p( 名 ， A 上 HR 
的 多 重 Fourier 级 数 为 
(Dn — 1 1,0)) 
> (NO CTO My. aCe 9, 、 ーー メッ ge) 。 


レプ イレ ピッ イア 


同样 ， 应 用 多 重 Fourier 级 数 的 侈 对 收敛 的 定理 ,就 得 到 , 当 
8 8 . ; 
(总 ， 1 89。 YY H(9,, 0:} ELip (2, g) 
时 ， 级 数 


SD NOY r(C,C の 


CO 


收 伍 ， 但 a> <. 从 不 等 式 (3.6.9) 及 (3.6.10), 即 得 定理 3.6.3. 


由 以 上 的 证 明 可 以 看 出 ， 如 果 我 们 用 另外 一 些 关 于 多 重 
Fourier 级 数 的 绝对 收敛 定理 ， 例 如，Zygmund 定理 ,Szasz 定理 
等 的 推广 形式 ， 也 可 以 获得 不 少 关 于 西 群 上 Fourier 级 数 绝 对 收 
敏 的 相应 的 充分 条 件 . 

最 后 还 应 说 明 , 本 章 中 所 有 定理 用 到 的 条 件 ,特别 是 关于 可 微 
次 数 的 条 和 件 都 可 能 淹 弱 。 | 

这 里 所 讨论 的 收敛 或 绝对 收敛 ， 都 是 “ 方 体 " 求 和 意义 下 进行 
的 .至 于 “ 球 ” 求 和 就 不 同 ,将 在 第 五 章 进 行 讨论 、 利 用 这 一 章 的 想 
法 ,参阅 第 五 章 及 Chandrasekharan-Minakshisundaran [1] 第 九 音 ,可 
得 出 关于 " 球 求 和 ?的 绝对 收 敏 的 结果 来 。 
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”第 四 章 关于 Peter-Weyl 定理 


§4.1 Peter-Weyl 定理 


若 G 是 紧 致 李 群 ; f 是 G 上 的 连续 函数 ,对 于 任意 已 给 的 = 
0, 一定 存在 G 的 表 未 环 上 定义 的 一 个 函数 g。 使 得 fy) 一 g(o)! 
ご e 对 于 任意 的 ze G 都 成 立 。 这 是 众所周知 的 F. Peter 与 H. 
Weyl 的 定理 (例如 参阅 Chevally [1]。 Peter-Weyl [11)。 

上 述 结果 对 于 一 般 的 紧 致 拓 站 群 也 是 对 的 (例如 参阅 Peter- 
Weyl[1]，IIoarzprrag [1]). 、 

这 是 条 极为 重要 的 紧 到 拓扑 群 上 洒 近 吾 论 的 存在 定理 ， 

华 罗 雇 [2] 证 明了 在 冰 群 上 连续 函数 的 一 条 收 化 定理 ， 并 指出 
了 其 在 一 般 紧 致 群 上 的 意义 . 

这 一 章 是 在 前 面 儿 章 的 基础 上 ， 对 于 紧 致 拓 补 群 上 的 吏 近 理 
论 进行 一 些 初步 的 探讨 ， 在 这 里 不 仅 要 具体 作出 在 G 的 表示 环 上 
定义 的 函数 sg《o)， 而 且 还 要 指出 f 与 8 之 间 的 误差 程度 有 多 大 。 

在 $4.2 中 ， 定 义 了 在 紧 致 拓扑 群 G 上 连续 的 函数 的 连续 模 . 
在 54.3 中 ,研究 了 在 紧 致 拓扑 群 G 上 定义 的 属于 Lip p 的 连续 函 
数 用 Cesiro 平均 而 得 到 的 逼近 式 及 其 逼近 程度 .， 例 如, 借助 于 第 
二 章 中 的 结果 ,证 明了 : 如果 人 (の < Lip p《 定 义 见 $4.2)，, 那 么 可 
以 找到 一 个 在 6 的 表示 环 上 定义 的 有 限 线性 式 gn(o)， 使 得 

fo ~ gy( の | <AN™? 

成 立 ， 这 里 4 为 绝对 常数 ， 而 gy( の 是 可 以 具体 写 出 来 的 ( 见 
(4.3:8)). 

事实 上 ， 这 里 还 指出 了 如 何 去 构 咎 其 它 的 过 近 式 ， 议 及 如 何 来 
求 出 遍 近 青 差 的 程度 , 这 是 $4.4 的 内 为 了 不 使 篇 四 过 长, 路 
去 了 这 些 繁 复 的 计算 :， .- 

$4.5 是 举 了 一 个 如 何 来 处 理 西 群 上 的 插值 问题 的 一 例 。 最 后 
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把 一 部 分 结果 应 用 于 多 复 变数 矩阵 双 曲 空间 中 的 解析 函数 的 远近 
理论 中 去 . 


$4.2 ” 紧 致 拓扑 合 上 的 连续 函 至 


设 G 是 紧 致 拓扑 群 ， o€G， 车 fo) 是 G 上 的 连续 函数 , 那 
么 fc) 一 定 是 在 G 上 均匀 连续 。 也 就 是 对 于 每 一 个 5 > 90， 在 
在 G 的 单位 = 的 领域 了 ;使 得 zy ”<F 及 x€EG。 yeEG 时 , 恒 有 

GD — Kl で e。 ーー 4.2.1) 
与 这 等 价 的 说 法 是 : 对 于 每 一 个 s > 0, 存在 GS 的 单位 < 的 邻 域 
V', 使 得 当 syEV' 及 xceG, yeG 时 , 恒 有 (4.2. 和风 
ITommpmrmm [11)。 

对 于 任 一 紧 致 拓扑 群 で 。 至 少 有 一 一 个 实在 的 表示 Cfaithful 
representation}。 当然 这 个 表示 可 雇 是 酉 表示, 有 是 与 6 同 构 .因此 ， 
在 同 构 的 意义 下 * 可 以 把 紧 致 拓扑 群 “媒人 * 西 群 内 作为 一 个 子 群 . 
即 : 若 ce G。 区 的 西表 示 V(a) 使 SG 与 1Z(c)lceG] 同 构 。 

所 WW ={UeEU,IU—ーU(o), o€ G}. 于 是 WCU,, 在 W 
上 定义 连续 函数 wx(V) 一 の. 当然 CD) 不 仅 在 所 上 可 以 定 
义 , 且 可 以 连续 的 拓展 到 整个 む 。 上 (参阅 Chevalley[ 11, [onTparaa 
[1]). 必须 注意 的 是 : 站 来 在 要 家 未 可 了 人 以 至 这 样 
的 WW 也 可 以 不 趟 一 个 。 

设 UV 为 瑟 中 的 二 点 ， U= (% の 1】 i, fnV = {vi;) 
1 和 外 1 所 #2. 于 是 UV 二 点 之 问 的 欧 氏 焉 离 4(V, 7) 的 平方 为 


2 [ui 一 i 
而 此 即 
tr((U 一 区)KD 一 うー rr(27 — UV — VD') 


若 UF' 的 特征 根 为 の gg。 那 名 4(U TV) 的 平方 就 是 
2 の (1 一 cos の @)。 (4.2.2) 
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. 设 x(2) 是 り 。 上 的 走 仁 画数 我 们 称 
co(g。8) 一 いか ー g(P)| 


为 函数 4 の ) 的 连续 模 。 

设 Kec) 在 紧 殊 拓扑 群 G 上 连续 ,Coe G) 则 G 至 少 有 一 个 实 
在 的 西表 示 , 而 且 可 以 在 同 构 的 意义 下 , 将 G“ 嵌 人 ” 某 一 西 群 ( 例 
如 mx 阶 西 群 ) 作 为 子 群 。 如 前 那样 , 记 

Wo {UEUU = U0) €E G}, 
于 是 对 应 于 一 个 实在 的 mr 阶 的 本 表示 ,可 以 有 
enh = mg DO 


町 の お お る の た) 
更 进一步 ,车 f(o) 在 G 上 连续 , 且 
[fs 一 yl AU x) VC), 
这 里 4 为 爸 对 常数 。 在 多 种 可 能 的 实在 的 西 表 示 中 ， 选择 一 个 使 
z 最 大 的 本 表示， 荐 此 西 表示 所 对 应 的 p' 的 值 记 之 为 ぁ 。 巾 称 函 


数 fc) 満足 Lipschitz 条 件 , 记 之 为 Kg の)e Lipp. 


$4.3 用 Cesaro 平均 得 到 的 選 近 


在 第 二 章 中 ,仔细 的 研究 了 西 群 の 。 上 的 Fourier 级 数 的 Cesiro 
《ca) 平均 , 并且 证 有 明了: 如果 xZ) 在 VU。 上 连续 , 则 wkU) 的 


Fourier 级 数 可 以 《ec, 只 求 和 于 它 自己 ， 但 «a> 二 一 上 . 


在 证 明 这 个 定理 的 过 程 中 , 实际 上 证 明了 wx(V) 与 它 的 
Fourier 级 数 的 Cesaro (cg) 平均 的 第 N 项 B8(UV) 之 差 的 绝对 
值 不 大 于 


0(e(ws9) 十 ーー 


+O (リサ …・ キ の ye 
因此 ,车 wC の )e Lip a; 则 取 


ncs—1 
= NN Ptas-ntl 
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于 是 得 到 | ー (= ョ ー セ イサ 1) 
lg( り ) — ZRCU) | AN ?tatl, 

这 里 4 为 绝对 常数 及 x> ニー. 

这 还 是 比较 粗粮 的 结果 、 辐 顾 定 理 2.3.1 的 证 明 过 程 ,可 以 证 
得 更 仔细 的 结果 

定理 4.3.1 若 wx(D) 是 丁 群 Z。 上 的 连续 函数 , 旦 属于 Lipp， 
(0 で ぁ 1)， 则 它 的 Fourier 级 数 的 (C ,a) 平均 和 的 第 N 项 SD) 
满足 

(て!) 若 ag 一 ぁ キュー あ ぁ 。 別 


lx( ぢ ) 一 2S( の )| < 47 (4.3.1) 
(2) 若 an 一 wz 十 1 一 zz， 则 
[uCU) 一 ZACU)[ < A4N ?lnN; (4.3.2) 
(3) 若 gg 一 ”十 1 一 2b， 由 
lsCO) 一 SO)1 AN th, (4.3.3) 


这 里 イイ 、 A As 为 绝对 常数 ， 
证 由 (2.3.3), 记 14,.is 为 


[lps ue の ロー ェ eIeigs(@)28 


|1 — ese ell — er nl) oC 
レイ ルン 8 . 
DC -ein) 20,.. .ad0,, (4.3.4) 
这 里 gp,0%;D 的 意义 已 在 第 二 章 中 定义 
由 于 wC の )e Lipp, 及 当 2 テニ 時 
lok( の | Sa の も 
所 以 得 到 天 mw 不 大 于 
a ergo 2 ttrdg Ne Gt > 
[ogC0 e080 DCs se)) 26。…-29。 


PP rE 
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ly S02 


[DC ee) の 9 
て 4.3.5) 

这 里 ez: ai 表示 三 个 不 同 的 绝对 常数 . 0 

(1 う 当 az 一 # 十 上 >> 罗 由 于 交 委 22 一 2y 所 以 3 洗 

> RR LR RR RT 
2 二 1 十 圭一 1， 
因此 ， 从 (4.3.5) 得 到 
Tn = OC(CEN) "te a?), 


一 工 , 即 得 (4.3 
取 8 Ny 即 得 《4.3.1》. 


(2) 当 on 一 #1 一 p， 则 
—an—ntaftp=—anr— nt toan—nTt!l. 
-一 2#. 十 1 二 名， 

所 以 , 从 (4.3.5》 知道 

eee — の (VM で や jn 8) 十 OGs)""ー ゅ の 。 
侧 当 5 了 关 2zn 一 2 有 时， 

Dein = OEN) trg , 

即 

lx(D)— 2 (50)! < な 1 
这 里 zo as 为 绝对 常数 ， 取 6 ーー が 2 四 


(3) 当 ae 一 * 二 1 デラ 讨 ， 
RR 
= —2z 十 1 十 9 
ae 0(M-“9 す 4 十 OCCNB) r+?), 
lucU) — BRCU)| & eeN "te + ay CN 只 
“flng 十 va 人 VOD) "te! , 67, 


se G5 » 


考虑 到 dg 1。 而 且 8 > 三 ， 所 以 得 到 (4.3.3)。 


“回忆 一 下 西 群 U, 上 可 积 函数 4CD う 的 Fourier 级 数 的 Coaro 
(cg) 平均 的 第 NN 项 为 


J (CO た あの に (りう)) ぅ (4.3.6) 
li 二 和 


这 里 
に か ー の ' の の | i PK?, (4.3.7) 
ge の ) 为 Cesaro(C。e) 核 , 由 (2. 23) 所 定义 .- 
若 G 为 紧 致 拓扑 群 , fc) 为 G 上 的 连续 函数 , 且 flo) € の 
则 可 以 作 在 CG 的 表示 环 上 定义 的 函数 。  - 3 


gp の km > BF.yetrC Cy Dh 0 《4， 3.8) 
Nf fn nN . | 


这 里 Bg 由 (4.37) 所 定义 ， 于 是 定理 4.3.1 可 写成 
定理 4.3.2 设 6G 为 紧 致 拓 逢 群 ,f(o) 为 G 上 的 连续 函数 , 且 
f(a) €E Lipp (og€ G), 在 G 的 表示 环 上 作 由 (4.3.8) 所 定义 的 函 数 
gwta)， 于 是 得 到 : 
“0D) 荐 pan 一 n 十 1， 则 
. I の 一 gy の 1 二 LN- 
这 里 一 min eh ー ヵ キ 1), 4 为 绝对 常数 . 
の 若 ぁ ーam ーー ナル 出 | 
OD gu) | < 44M-2In が . 
”作为 上 述 定理 的 推论 ， 已 知 ?之 后 ， 只 要 取 < 充 分 大 ， 使 
a ジ 5 就 可 得 : : 
定理 4.3.3 设 G 为 紧 致 拓扑 群 ， 7( の 为 C 上 的 连续 函数 且 
f(o) € Lip (rs ), 吊 一 定 可 以 在 6 的 表示 球 上 作画 数 guw(c)， 


使 
fo) 一 gt の | ANT?, 


这 里 4s 为 总 对 常数 . 
作为 定理 4.3.2 的 另 一 个 推论 ,特别 到 a = I， 即 到 Fejer 平 
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均 , 就 能 够 得 到 
定理 4.3.4 设 G 为 紧 致 拓扑 群 , Ka) 上 的 人 县 
が g) Lip ぁ (oe G)， 在 G 的 表示 环 上 作 


gw(c) 一 >， BC ( び ( の )))。 (4.3.9) 
ny] fa aN 


这 里 B,.。。 由 (2.5.2) 所 定 叉 ( 当 NM テー1 时 ,由 (2.7.7) 具 
体 表示 出来 ). 那 色 
《1 车 < 天 1 时 , 则 


If の 一 gr 一 AN | (43.10) 
(2) 车 户 一 工时 , 则 Ei 
| Ko 一 gx( の 1 < ArlnN/N; (4.3.11) 


这 里 4。 4 为 绝对 常数 . 
附带 所 的 是 定理 4.3.4 把 一 个 变数 的 函数 的 Fourier 级 数 的 
C. H. Bepanremm 的 定理 作为 最 特殊 的 情形 


$4.4 一 些 一 般 的 推论 


依赖 于 西 群 上 定义 的 还 数 (ひび) 的 Fourier 级 数 的 Cesiro 求 
和 ,可 以 得 到 紧 致 拓扑 群 上 的 擂 近 定理 ,这 样 不 但 具体 的 作出 了 在 
G 的 表示 环 上 定义 的 函数 , 而 且 算出 了 误差 程度 ， 这 样 记 作 的 函 
数 ,不 一 定 就 是 最 优 有 逼近 .但 是 其 它 的 求 和 记得 的 珊 近 式 , 也 可 以 
依据 这 个 办 法 作出 ,而 且 同 样 可 以 给 出 它 的 误差 程度 .为 此 ,在 这 
一 节 中 举 出 一 些 一 般 的 结果 ， 作 为 前 面 所 得 的 结果 所 用 方法 的 推 
论 。 例如, 我们 可 以 证 明 如 下 的 一 条 一 般 收 伍 定 理 。 

设 &w(6) 是 一 个 变数 的 Fourier 急 数 的 求 和 的 核 . 设 
VE U,V 的 特征 根 汶 ee 


pー 二 | Kn KD GD 


定义 | . 
の ar な の (DD)) (4.4.2) 


HN fi nm nN 
为 x(5) 的 Fourier 级 数 的 了 平均 。 这 里 
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1 = る 由 
6 の に ー っ v の と c | FEN) Ks(9)) 少 。 


(4.4.2) 可 写成 


ky の (の ゆ 。 
这 里 
TA) 一 = (Kn(0) Kl)". (4.43) 
如 果 再 假设 
G① 当 = テ 9 テ 2 時, 対 子 任意 珈 定 的 3 > 0， 我 们 有 
1IKx( の 1 = ON ーー (4.4.) 
成立 而 リー 0, 
Gi) 对 于 任意 的 8， 
. . IE の 1 一 ON (4.4.5) 
成 立 , 而 二 > 0。 
于 是 我 们 有 


定理 4.4.1 着 u(U) 在 0U。 上 连续 , 它 的 Fourier 级 数 的 了 平 
均 (4.4.2) 收 鳅 于 an《U), 假使 由 (4.4.3) 所 定义 的 Tx(F》 满足 


| [TDP SH, n= D2, (446) 


这 里 戸 。 是 只 与 m 有 关 的 绝对 常数 , 而 且 (9) 満足 (4.4.4) 及 
(445) LL ns, 
这 个 定理 的 证 明 从 略 , 可 参阅 定理 2.3.1 的 正明 . 
作为 上 述 定理 的 举例 ， 我 们 定义 在 正 咯 ZJ 上 定义 的 函数 
x(Z) 的 Fourier 级 数 的 Jackson 平均 为 


yp( り ) = 2) に (Cr の (りう) 
ao アー2e 


本 det — VN) 
c jz da — VY 


ar 


VY, (4.4.2) 


(en) ・ 


" 99 » 


当然 .的 具体 数值 可 以 用 积分 表达 出 来 。 首先 我 们 看 到 
(4.4.6) 是 满足 的 , 因为 是 时 Hs 一 1, 入 一 -1, 2。 … っ ァ 。 其 次 看 
到 , 当 z 之 68 守 8 时 ， I 
Kx(0) = O(N 0， 
而 对 于 任意 的 6 
Kx(@) ~ O(N). 
所 以 定理 4.4.1 中 的 条件 全 満 足 , 以 至 (4.4.7) 是 收敛 的 ， 且 收 纹 
于 wtU). 
当然 可 以 据 出 TT 平均 与 《UV) 的 误差 有 多 大 ， 例如 ， 可 以 不 
大 费力 粗糙 的 算出 
[uCU) — uD! < 4N 3 
若 wu(U)€ Lipp. 
至 于 满足 定理 4.1.1 的 条 御 的 工 求 和 与 x(U) 的 误差 人 计 等 
都 略 和 而 不 去 写 出 来 了 .当然 这 些 结果 都 可 以 推 到 殖 致 托 扑 群 上 . - 


$ 4 西 療 上 措 値 一 例 


对 于 西 群 上 一 般 插值 问题 该 如 何 提 ? 省 个 值 但 研究 的 
是 ,这 里 仅 举 最 简单 的 一 例 ， 

己 知 西郡 0, 上 定义 的 函数 (の )。 要 求 一 个 有 限 线性 式 ， 使 
之 与 xD) 在 以 下 aC2N 十 D" 條 点 上 有 有 相同 的 人 > 这 "(2N 十 1 


个 点 是 ー ーー 
hiag > 
ーー eMNtl Ns ・ 
€ 2N+} 


这 里 力 是 满足 1 过 所 2N 十 1 的 正 整数 (j 一 1 2。 っ の > 
T。 是 固定 的 一 个 本 矩阵 , 换 句 话说 , 我 们 考虑 的 是 一 种 简单 的 等 
距 " 结 点 的 插值 问题 . 
回答 这 个 问题 并 不 困难 ， 因为 这 mm(2N 十 1)。 个 点 , 不论 义 
取 多 么 大 ,都 是 在 一 个 * 维 流 形 上 的 ,而 Us 本身 是 避 维 的 . 


いす 


考虑 
ここ 中 (OO 


doCdersUdee (1 — U) 


4 と =i sin"9,/2 


a な oy CO Pr 。 
A 1 am 人 


而 ee CRE 
“可 以 证 明 ば 


de #《{《 7 一 URNHY 
MO の ん jaC の の ニー 
Nt ap oN : 2 CD rs の ddemNUdep(T 一 り ) ’ 


而 


1 
4 ye ue 


| det" (I 一 Da っ ) 
A CT 

从 这 个 定义 可 以 看 出 
Cs 
PoripakU) 一 


deerPdae7ー ア St) 
Wa 0 de 5 が VV。 


ー 4 ' 1 

(2N + 1 ジッ ay 
(の (DU の 。())、 

即 ppi.ps(U)》 是 一 个 有 限 线性 式 ， 又 可 以 写成 由 指标 在 nN 之 


ヵ 学 の 字 所 全 一 nN. 之 中 的 西 琢 示 的 有 限 线 性 式 . 
@ 
1 リー dn 
の pt) ー1 当 0 br) ™ (4 っ 2 


【0- (あっ "うう 天 《9 go)》 。 


a 1 の 1 < 


因 雌 作 政 数 
Pr(U) mm 2 (の に pe て び )。 


即 是 我 们 所 要 求 的 函数 ， 写 得 更 清楚 一 些 , 此 即 


4 
Pu( り ) CT" + 1 


> どす tr [Es PiU) ] ぁ 
nN RN 


此 处 
人 


刘 
当然 还 可 以 用 别 的 方法 来 构造 Pr( び ) 来 ; 例如 可 以 采用 
C. H. Bepmrrremm 的 第 一 方法 ， 应 用 第 二 章 中 的 Fejér 核 来 造 出 
另 一 个 PwCU) 来 ,〈 人 参阅 Haragcog [1] 第 三 卷 , 第 四 章 )。. 


$4.6 多 邊 変数 短 障 双 曲 空 同上 的 運 近 


作为 以 前 这 些 结果 的 直接 推论 ， 可 以 得 到 多 复 变 数 和 矩阵 双 和 由 

空间 上 的 完 近 ， 多 复 变 数 典 型 域 的 第 一 类 究 , 被 定义 为 
I—ZZ>0, OZ mm Zi 

特別 当 m=» 时 ,# 阶 商 群 就 是 它 的 特征 流 形 . 

例如 , 从 第 三 章 就 可 以 得 到 

定理 4.6.1 设 c(Z7 在 了 一 Z2 >0,Z 一 Zm 及 其 特征 
流 形 上 都 是 解析 的 ， 那 么 4KZ) 有 的 开始 NN 项 Taylor 展开 以 (Z) 
满足 


le の 一 (の | < gL 


这 里 4。 为 绝对 常数 ， 所 谓 开始 项 Taylor 展开 是 指 Z 的 表示 
の に (の) う 。 箇 パソ 学 れ テー テム 演 0. 

再 例如 ,从 定理 4.3.4 立刻 得 到 

定理 4.6.2 设 x(Z) 在 鹏 :中 解析 , 在 U, 上 属于 Lip ぁ 。 则 
u(Z) 的 Tayior 展开 的 Fejér 平均 PCZ) 满足 
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la(Z) ZZ) < AplnN/N, 
这 里 如 ,4 是 绝对 常数 , 而 


Dz ) 一 >) gr の (る )) 


し ドン ーー スー フー | 
Bp 由 て (2.5.2) 所 定 文 . 
当然 其 它 的 结果 也 可 以 推演 到 玩 上 , 不 再 一 一 叙述 了 . 
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第 五 章 西郡 上 Fourier 级 数 的 球 求 和 


$51 引言 . 
设 u(U) 在 #* 阶 丁 群 U, 上 可 积 ， 那么 它 有 Fourier 级 数 
ジッ tC i)), (5.1.1) 
有 > 
在 以 前 几 章 中 ， 考虑 的 都 是 “ 方 体 ” 求 和 , 即 从 
tr (CC の 7 てけ)) (5.1.2) 


ウーン テー 
出 发 如 区 邯 虑 ， 在 以 前 几 章 中 ,已 经 得 到 一 系列 结果 ,这 些 结果 以 
具有 整洁 的 核 作 为 特色 ， 本 章 考 虑 “ 球 " 求 和 所 谓 球 求 和 ， 帮 是 
把 Fourier 级 数 考 虑 为 


Dope. (5.1.3) 


以 此 出 发 ,加 以 研究 。 如 果 考 虚 的 区 域 不 是 西 群 ,而 是 ”个 单位 区 
周 的 拓扑 积 ， 那 么 前 一 种 考虑 相当 于 以 A. Zygmund 【1] 为 代表 
的 对 于 多 重 Fourier 级 数 的 研究 ,而 后 一 种 考虑 相当 于 以 5. Bochner 
[1] 为 代表 的 对 于 多 重 Fourier 级 数 的 研究 . 

这 一 章 首先 给 出 在 = 阶 丁 群 Z ,上 可 积 函 数 (KU〕 的 Fourier 
级 数 的 一 般 球 平均 移 积 分 表达 式 ， 当 然 对 于 球 平均 的 定义 本 身 需 
要 有 一 些 要 求 。 从 这 点 出 发 , 证 明了 ; 如果 z( ぢ り ) 在 U。 上 连续 ， 


那么 它 的 Fourier 级 数 可 以 8 次 Riesz 求 和 于 它 自己 ,但 > 
同时 还 证 明了 : (1) 如果 w(U) 在 gr。 上 连续 ,那么 它 的 
Fourier 级 数 可 以 Gauss-Sommergeld 求 和 于 它 自己 . 
(2) 如果 CO) 在 7。 上 连续 ,那么 它 的 Fourier 级 数 可 以 
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Abel. 求 和 于 它 自己 :. 

必须 注意 的 是 : 这 里 所 说 的 来 和 ， 全 是 指 “ 球 * 求 和 |， 即 从 
(5.13) 出 发 加 以 考虑 ,. 与 以 往 所 说 的 求 和 的 意义 是 完全 不 同 的 ， 
在 以 后 ,除非 特别 声明 ,所 说 的 求 和 ,完全 是 担 球 " 求 和 .最 后 ,还 
给 出 了 一 般 求 和 的 收 伍 定理 . 

以 往 考虑 “ 方 体 " 求 和 时 , 核 是 非常 简 洛 的 ,而 求 和 的 系数 比较 
复杂 在“ 球 " 求 和 的 情形 下 ,这 点 是 可 以 避免 的 - 

本 章 取 忠義 井 [5]. 


$5.2 Fourier 级 数 的 球 求 和 


若 g( 人 是 定义 在 0 < ァ ー co 上 的 一 个 固定 函数 , 旦 (0) = 
， 所 谓 考 虑 某 一 种 * 球 " 求 和 , 乃 是 考虑 某 一 种 平均 


:2 6 あう (CC な の (むう ) (5.2.1) 
Rr me と) 本 pm 5 2 
当下 于 无 时 的 情形. 这 里 

| $= ー we( abe 


如果 当 一 oo 时 ， ‘5. 2.1) 的 极限 存在 , 那么 称 w(O) 的 Fourier 
级 数 可 以 按 基 种 球 求 和 于 它 的 极限 信 . 
_ 最 有 兴趣 而 具体 的 几 个 e@) 是 以 下 的 几 个 本数 : 
(D et) 一 这 是 Abel 求 和 ; : 
(2) g( = <"。 送 大 Gauss-Sommerfeld 求 各 ・ 
Ge の ーー リー 这 是 次 Riz 求 和 ， 
当 1 < 近 *。 
说 得 更 清楚 些 ， 所 亩 考虑 x(D) 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 ， 
乃 是 考虑 Abel 平均 . . 
一 みれ か ーー a 3 
se( (J 2 加 1 2 2 Ce ti CD 


2 pz 
_ m=iit + 


(5.2.2) 


< 05・ 


当 RR 一 oo 时 的 情形 ; Gauss-Sommerfeld 求 和 万 是 考 悪 Gauss、 
Sommerfeld 平均 

Qn — 1)n(n— 1) 和 (CC なあ に (どう)) 
の ( 6R? ) 2 6 


了 
2 2 
mi 1 


(5.2.3 ) 
当選 一 oo 的 情形 ; # 次 Ricsz 求 和 。 乃 是 考慮 次 Riesz a 
-Ven 5 (1— 二 


6R? 
tr {Cin UD)) {5.2,4) 


Ee 
me 


当 R 一 oo 时 的 情形 。 

我 们 将 要 证 明 

定理 5.2.1 设 w(I) 在 UV 上 连续 , 那么 它 的 Fourier 级 数 
可以 Abel 求 和 于 它 自己 , 即 (5.2.2) 当 RR っ 时 趋 于 wlU) 自 
己 。 

定理 5.2.2 没 eCO) 在 2。 上 连续 ,那么 它 的 Fourier 级 数 
可以 Gauss-Sommerfeld 求 和 于 它 自己 ， 即 (523) 当 R > 0 时 趋 

子 (の) 自己 . 

定理 52.3 设 x(D) 在 U。 上 过 续 , 那么 它 的 Fourier 级 数 可 
以 3 次 Rice 求 和 于 它 自 己 , 但 > デー 即 当 8 > デニ 
时 ，(5.2.4) 当 及 一 co 时 趋 于 wCO) 自己 . 

在 定理 证 明 过 程 中 ,可 以 发 现 , 不 论 是 Abel 求 和 。 Gauss- 


Sommerfeld 求 和 或 8 次 Riesz 求 和 (s> ーー !), 都 是 “局 部 * 


性 质 。 
5 5.3 积分 表达 式 
考 涪 (5.2.1), 记 之 为 中 (VU)， 这 可 以 写成 为 


» 1l06*» 


る C8) NPE sa WOW,. (5.3.1) 


,之 の 


mat 
"， ee， 那么 由 第 一 章 , 我 们 知道 


记 前 特 征 根 巡 ci，--。 
2 tal (の わん. (WW) 

ー (ター 1)! .2111DKei ーー・、 7 の 5) 

あな (9。 …* っ (6) 

5 pO), 。 …・。 pO,) 


ee 生生 3 


» pr C0.) 


1 { 
c ), «CW ぢ ) 


る が "の (の)。 和 


RO 
5 1 ュー2 ヶ eos9 十 が 
记 9.。・・) 9。) 为 
か (@) 9 4) (9。) 
あー PO), +, g(9) 
1)1*» .2111 スミ ミス トミ ミミ スミ トイ ミト た 
pp” PO), …・。 が 7 や (@。) 
一 | DY) rai NM ale, yet) (5.3.2) 
FE 
设 g(9。…・6。) 的 Fourier 级 数 为 
| Pn 
と Di の eg Riis 
由 于 (Bochner【I1) 我 们 知道 
ぶ >， 中 2】 Qine Ot tna) 
ae は 
(5.3.3) 


ー Kg の PeCR) 


如 果 gpl 在 每 个 有 限 区 间 痢 绝对 连续 , 且 
・107・ 


pi Ta “<, 。 (5.3.4) 
这 里 


|: 
2 这 の 十 5 56。 + do (5.3.5) 


HR) 一 GR Ye) ui oy (stR)du, (5.3.6) 
es 

. 2 
而 JK) 是 第 一 类 上 阶 Bessel 闻 数 ， 0 表 球面 : ーー トー 1， 
dus 家 球面 上 的 体积 元 素 , 另 一 方面 , (5.3.3) 的 左边 就 是 


之 ,2 の tee) 
因而 得 到 


の *( る ) rem の (の - 


し こさ | mt 


Ss eo)g 5.37) 


记 上 向 的 值 为 FCr。R。 記 )。 于 是 F(z,R, 到 ) 又 可 以 写成 
(Chandrasckhzran-Minakshisundaran【1T 第 IV 章 》 


rr() 


| gl 十 HR Za ds (5.3.8) 
(aE DC es, en) 9 


这 里 日 一 《6:， 8.), 1 ™ (か > A 3 a 而 (5.3.8) 又 可 以 写成 


Rr( 二 ) 
- 時 9 
ファ D (Ce, a cn 网 | gl 十 き ) 
.二 MM da 9 お 。 ぅ (5.3.9) 


送 里 きま 一 (5 つっ まう 3 トー (挿す ーー 十 倍 うち 


*・ 308 < 


(5.3.9) 又 可 以 写成 ， 


7 .nt{s—l) 
人 < うー 


ID Ce 60 なー 1)1…・21 は 1 


= 2 Ne 


ee 
iorilrrin 


(まう ーー 


(5.3.10) 


在 上 述 积分 中 , 对 p 的 微 商 是 对 6 进行 的 ， a 6 エミ 代入. 
事实 上 , 如 果 对 p, 的 微 商 是 对 进行 ;然后 以 6 十 去 代 人 ,结果 
是 一 样 的 。 对 上 述 每 一 个 积分 进行 分 部 积分 ， 如 果 已 请 中 以 下 


的 性 质 : 
Bh ， Bin Ho(|EIR) 二 


9 店 Ein i | 者 | 一 ee 
这 里 0 < fs i 
于 是 ,(5.3,10) 就 成 为 


A 


| De ・ ,ion) (nC— 1)1- 2111 
pl + DO + 


の 8 ER op. a 


EF _ 9 1 ’ 
这 里 ーー Sle 
9 @ 
8 8 No ra-D| 8, DE, 
Dl を ) 人 
2 gn-i 


| 88’ 
记 


[Re 4 
2 2 は 
mill ett aR 


“6. 3. i 


HD DC) 


* 1n9’» 


那么 kr り ) 等 于 


+ 1 (WU)FCrR FD, (5.3.13) 


而 F(r， 尺 ,于 ) 为 (5.3.8) 所 定义 . 

由 于 Flr, RR, 形 ) 只 是 丽 的 特征 根 的 对 称 函数 , 所 以 我 们 
可 以 将 * 对 于 形 的 特征 很 进行 对 称 化 ， 如同 以 前 进行 的 那样 ,得 
到 另 一 个 函数 w*(WU)。 可 以 证 有 明 (5.3.13) 也 等 于 


二 | UR Rs 下。 
记 , 
Bole) = | rT, 
显然 加 为 9 ……，8。 09 内 際 
っ の 


279” ナイ トン ゴ ルイ 
四 Flr, R, 形 )1 の (ce 字 。 od ) ee) 199.・・ ・g9。. (3.3.14) 
将 (5.3.12) 的 秆 代入 (5.3.14), 应 用 Fubini 定理 , 得 到 号 (r,D) 


等 于 
ja 3 
2z3 (27)" (ター 1)1ー・21 11 
- に | | 5 | pole ,re or) De Tit ein 


J oo- 
wl 


3 AC 十 所) PO 十 8。) (3 Ye 村 a 


・ dO.-* “dO dé * dE,. (5.3.15) 
在 上 述 积分 中 , 先 将 8 的 次 序 进行 各 种 不 周 的 排列 之 后 对 二 
进行 相应 的 排列 , 得 到 组 (r, U0》 等 于 


ls—1) >) 

ED 

Rr (っ 
2z3 な 1( ぁ ー1)・ー・2! 11(23)* 


-* 110 * 


: ドー トト ー J .ca 


De re en)p,(0 + ED: ・ あ (の $4) 
8 Hs HIR)。 
.pf(_a ，.. 8, -dbad 上 
Da : | 人 (5.3.16) 


取 lim 续 (r，U)， 由 Lebesgue 从 局 定理 及 Zygmund 关于 多 重 
Fourier 级 数 的 Abet 求 和 定理 (参阅 Chandiasekharan- Minakshisundaran 
[1]) 知道 (5.3.16) 当 > 一 1 时 为 

(ER 


n(n 一 1)1…・21 2 


a i ta ch, ita 0 
la に lpc is 3? et Ti § 9 は Jp (BE: 8 ぉ “9 er) 
Et (5.3.17) 
于 是 得 到 (5 3.17) 还 可 以 表 为 | 
rR HjCIEIR 
et 3 | の (っ .8 Hs CIR) 
2x7(n 一 了 1 .21 > 06, "§, TA 
. Dt{e'ti, oy eto) hye, sy 5 の と rd En (5.3.18) 
最 后 得 到 
定理 5.3.1 役 z(O) 在 U。 上 可 积 , 那么 它 的 Fourier 级 数 
的 某 一 种 球 平均 (5.2.1) 可 以 表 为 こ 
r(=)-R 、 - 
NR | Dl tA bats 1) 
2x7 (sz — 1)1・- PE 
8 _9 \H, (EIR) 
5( 和 ーー a G319) 
这 时 


Op っ 4) NM - 


而 Ww 的 特定 根 旋 4。 >2。 カー< の 5。 但 是 の 必須 満足 
(53.4) 及 (5.3.11), 且 在 每 一 有 限 区 间 绝 对 连续 。 


aiil。 


(5.3.19) 还 可以 表 成 ( 参 阅 Chandrasekharan-Minakshisundaran 
[1 第 IV 章 ) 
aD) 


i R fe : 
TT zo: 2 (5.3.20) 


生生 = ーー 到 pem 9 ss tn) pk ety 9 se) 3 


Fa し 9 Bed 5.3.21) 


3 


8 人 3 En 
但 表示 球面 这 十 -十 号 一 1 
$ 5.4 Riesz 平均 的 表达 式 


从 上 一 节 的 结果 , 我 们 立刻 得 到 《Bochaer [1]，Chadrasxckharan- 
Minakshisundaran [1]). 
GD) 当 p(e) = と" 即 Abel 求 和 时 ， 
Hs = HC) — A ーー 
CT( テ ey Ut WT 


ee GD) 了 - GA 


a 当 PD 一 の 即 Gauss-Sommerfeld 未 和 上 时。 


H, = KC = = (Ga 一 Dot 一 D} G42) 
「 eT) 6 
ロー の 当 0 SS: 有 <1 
当 1 <: 


に 


し ! 


G) 当 e の ー1。 
即 5 次 Riesz 求 和 时 ， 
H, 2 戸 #(z) 一 2 TG + 1) VC ez きっ 


RO) 


ァ 112* 


» Qs— Dats —1) 一 此 ・ 
Q 6R? a (5.4.3) 


VC) ー だ り 。 


而 0 为 第 一 类 阶 Bessel 画数 . . 
显然 ， 这 三 个 ple) 都 在 有 限 区 间 绝 对 连续 ， 且 均 满足 条 件 
5.3.4), 好 。 
ド le Pn 7 dt < co 


(对 于 Ricsz 求 和 ， 6 大 デー 时 , ゅ ) 满足 5:3.4)}， 至 于 条 


件 (5.3.11)， 在 这 三 种 情况 ,分 别 为 。 


0 
2 801. es Br， 站 
-0 


(FR 
当 . [| = に ゃ 时 ; 均 为 零 , 但 . 0 A "Ja sg 一 1 。 


《2) * Pt 
Bh 8s 下村 


9 放 9gy 上 
当 ! 引 一 oo 时 均 为 零 ; 但 Oj Ea 1; 
CY ner 9 ; 到 
の vss ETRY, 
当 | ー co 时, 均 敬 害 , 但 0 erー1. 
(1) (2) 二 种 情况 显然 成 立 ， 至 于 (3), 我 们 注意 到 


VD Vin). 
rdzr 


及 当 ょ + っ 时 
の の た oc-h. 
就 能 得 到 (5.3. 11) 成 立 . 
于 是 得 到 : wx(U) 的 Fourier 级 数 的 Abel 平均 (5.2.2) 可以 


“113・ 


表 为 
Je (ーー 2 一 re ED 


6R? 
2z2( ヵ ー 21 2 11 2"™27 ar 


(3 sa 8) 
ooo の 98。/ C1 + EFRD 
Deli, et ea pu et," の ed き 。。 (5.4.4) 
这 还 可 以 表 成 (5.3.20)， 但 如 ( 为 
ep( (Var 二 ヵ Dt + DY (4 — DIR 
= n—1 at 
rT) 
. (OPT Cetms cs) 
8 8&1 
9 に 、。 ーーーーーーーーー | 29。. 5.4.5) 
本 で (1 十 RE lie 1 3 
の ) 的 . Fousier 级 数 的 Gauss-Sommerfeld 平均 (5.2.3) 可 以 
表敬 


Ca 了 (Zn 一 1)z( ヵ 十 1 
op (Cr e+ 


z3( ヵ 一 DI 21112° 


| (を 7 の 


うと (PP (5.4.6) 
ER ] 
‘8E; 2 i 8 
9* mb I RR, RL 
bi, 
应 用 行列 式 性 质 , 得 到 . 
RR 0 Ts RAPD ) 
7 (BE 3 8 ょ 。 ” 上 Sl の (きら ty . 


・114 * 


a tn aa 一 全 2 5 2) 
eaー DL .21112" | 
pe Pe ed 
いつ リア) (5.4.7) 


这 还 可 以 表 成 (5.3.20), 但 如 (9 为 


2n— lzts —1 で 
ーー ce の RT 


natD 4 Re hg 
.2 7 Ze 1 


| Dn, ste) DAs) bg (ey se ine) doy. (5.4.8) 


至 于 w(U) 的 Fourier 级 数 的 5 次 Riesz 平均 。 当 > ーー コ 


时 ,可 以 家 为 


tr Mxe2000。 GT 
2 人 の (Et とり Vrs IFIR) - 


> 
“Deities etn) bg Celt etn dE dé, (5.4.9) 
这 还 可 以 表 为 (5.3.20), 但 jo(z) 为 近作 


. (1— 《22 一 Dnla 十 14 


GR 2° 1 ,TC + 1)R"-! 


nm 
L 


ee 1 De “te en by (etn, ーー・。 ete) 
5 Noss CIETR) grado,. ⑤.4.10) 


5 5.5 定 现 5.2.2 的 证 明 
' 我 们 首先 证 明 以 下 的 


ee 315・ 


定理 5.5.1 设 $(z) 在 有 限 区 间 绝对 连续 且 满 足 (5.3.4) 肖 


-一 | 7 
za 一 121 
De 


证 (5.5.1) 的 左边 就 是 


za 四 ー 1 a 
r(3) 《一 分 a a 六 8 3! 9 .., _B" 
lr 1)! .211 イマ “OS 888 .Ber 
RD DCs tae, ea des 


由 于 互 满足 (5.3.11)， 所 以 上 式 就 是 ， 


=]: や We 2 A ET a 9 
2x7 (な 一 1)! … -211! i gs 


{0m Se NG。 二 いい a 
. ー の (cr 。 et i dE dE > (5.5.2) 


Ba Bg: nl 
~ es (55.3) 


の ' 
a 上 村 >) | 0 8 : Bb! 
が りー (一 1)1..21112 OM . B82 
| R DCeti, * マッ eny| nd - 


记 が の っ ・ ・ っ 9。) 为 


tx) a Be ーー 9 の 
O° a! BE B*-! jg， 本 
Gat OR on por De 人 灿 
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它 的 多 重 Fourier 级 数 为 ーー 
2 by nae Ot tod, 3 (5.5.3) 


Vr 


显然 , 如 果 a Dl DR re = 0, 由 于 の 


满足 (5.3.47， 所 以 《5.5.3) 实 际 上 就 是 バー・。 6。) 的 多重 Fourier 
级 数 (5.5.42 在 中 意义 下 的 球 平均 在 9 = 0 处 的 秆 (参阅 Bochnsr 
[1])， 即 (5.5.3) 等 于 


(2, し ef. キ ー+yg9s) (5.5.5) 
V0 yn R 2 a 8 


art + 


在 9~ 0 处 的 值 ， 册 于 - 2 
sn pol ED 
所 以 得 到 当 R > Ge 一 12ee 寺本 G5 成 立 , 


現在 下野 定理 3.2.2) 
证 
1 “3 ein) 2 dm | NR 一 uCV)) EW], (5.5.6) 


于 是 根据 定理 5.5.1， 得 到 ef 的 Fourier 级 数 的 Gauss-Sommerfeld 


平均 (5.2. 2 Gx( り ) 与 x(Z) 之 差 , 即 Ca( ひ ) 一 &( の ) 等 于 
te 


1 7 
な (な 一 1 うけ 】 

这 里 如 "Gz) 等 于 

sp( 2 — 1)z( ヵ 一 D) 


6R* tpt) か RE 
2 5 和 


x re ! 


R ‘nD ビオ | = 
pr が (OF ds, (5.5.7) 


DC, e* en) DCm, 5) 
{. - bylel, +, enm) 。 do (5.5.8 ) 
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将 (5.5.7) 的 积分 分 为 三 部 分 , 即 Cx( ひ ) 一 x(U) 等 于 
EE 


ee 
ee 0 テル 
这 里 3 为 大 于 云 的 一 个 固定 常数 


先 来 考 悪 」。 设 .R: ~， 于 是 如 1) 等 于 
(2 ー 1)n(n + 上) a gt -过 
6R? . | 


アコ k 
US 3 Dm -**, 70) 


上 wp (ee LE の 区 六 jos 
这 里 “为 绝对 常数 ， 根据 的 定义 ， 并 注意 到 在 关中 0 所“ 所 和 
所 以 


CD 到 ol ・ Rie 9 
这 里 用 到 了 xD) 的 连续 性 , 于 是 7 等 于 


1 wz Ka+2Cn 一 1 
(1 2 dj = ol1) 
9 


駿 干 1, 记 


FCO) ー 【 | 太 7( の 1 アー 。 
FD に = aR | -| |DCe™, “> en) Dl, 人 过 全 a) 
"た tt ; 
pulem, 5 ae) | dn da» 
这 里 c; 为 绝对 常数 , 由 此 得 多 当 ょ っ 9 時 
PO) = oCR eee), 
因此 


ls eR f dF = AOI 


p 
ユ 
中 


・118 < 


上 式 右 边 为 
CR ea + c(1 う 。 
于 是 得 到 
ちっ 1)。 
最 后 , 对 于 ぉ 则 有 
| <al eg + i La et(1)。 


这 里 ces, cs 均 为 绝对 常数 , 这样 就 证 明了 定 . 理 5.2.2. 由 于 1 一 
e(1) 的 证 明 并 未 用 到 wn(U) 的 性 质 , 以 至 事实 上 还 证 明了 : wtU》 
的 Fourier 级 数 的 Gauss-Somamerfeld De 


$ 5.6 定理 5.2.3 的 证 明 


定理 5.2.3 的 情形 , 我 们 先 从 Hs 的 定义 及 (5.4.9) 出 发, 根 握 
Bessel 了 画 数 的 性 质 〈Erdelyi [1]，Chandrasekharan- Minakshisundaran 
[11。 ec 


二 Vos GEIR) = RV a, CSIR), 


Vs SIR) ーー (ER 
0g 3 


+ R+ -Van( SIR) 


ーー 5.6.1 
の Ps CIELR) 3R'E;V 4 十 到 二 {ISIR) ( ) 
一 6RE ・ Vaan (SIR) 
6 Vs CEIR) = 3R'V ,gC |SIR) 


— GR CIEIR) + REESV ara CHEIRD, 


由 行列 式 的 性 质 ,容易 证 明 
(る 9 OD より 


BB) ll r(2) 


\9 ぁ 。 97 


= 119 ょ 


ro Rel a Caー Data + DY | 


・ の (5 ・ うま CTR). 
根据 定理 5.5.1, 得 到 wx(U) 的 Fourer 级 数 的 3 次 Riesz 平均 
《5.2.4) CD) 在 8 > 时 与 a(U) 之 差 , 即 - (DO) 一 w( ひ ) 


等 于 


; la ; 
A Re a 5 
em | Ds Gi) 
这 里 1 人 等 于 | :]| 
(一 D2 2 FTC + Da (i か ta a 2 
RV GR De eee ety 
< pCeln, ef) の (あッ ーッ 9) の 。。 ーー 653) 
将 (5.6.2) 的 积分 分 成 三 部 分 , 即 或 (DU) 一 &( り ) 等 于 
で R を 名 “ ー: も 
ns — 1)1 …-2111 (| Ee | ) 下 + ねッ 
这 里 "为 大 于 去 的 一 个 固定 常数 . | 


. 先 研 究 五 作 変換 Rs 一 x, 于 是 
nd 


1 2 


了 
?ln 一 1 うに 2111 


局 (D) sa 
内 Dt Rs が 


我 们 有 
Mn—l) tr—1 nln—i) 
hp ば) oR 7 Re. RT *・g 2 ) ぅ 


所 以 得 到 1 
五 = 2(1)。 


再 来 考虑 fs 这 时 去 / くぅ 同样 根据 Bessel 函数 的 性 质 ， 
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El 


我 们 有 
oe Vi iC の ・ ー OCCRD 2. (5.6.4) 
因此 


P| = 2 2 1DCeitm,- ms ele) pyCeltn, eesernn) | 
zi 


-ao 0 本 6 
中 本 
iD ~ - 二 i Dm ees) 
全 ee)| te, . i Ey (5.6.6) 
ai ro の ー『 Pde. ーー (5.6.7) 


于 是 当 ょ っ 0 时 ， 我 们 有 


が (の = o( ど の し コ Ci Ne (5:6.8) 
从 (5.6.2)，(5.6.5)，(5.6.6) 及 (5.6.7) 得 到 


有 LB nl PE 
[7,| 一 i a C0) 
只 ーー 


分 部 积分 则 等 于 
o ( R eee 


+ ol ーー の) SO 


= (DD. 
至于 有 P， 可 以 象 处 理 只 是 在 这 时 
F(t) ™ OC"), (5.6.9) 


"1?1* 


于 是 

RF), 
这 样 就 证 肖 了 定理 5.2.3. 注意 到 证 明 71; 一 ol(1) 时 是 用 (5.6. 9) 
代替 (5.6.8)、 i ul(U) 的 」 Ep 级 数 的 5 次 


Riesz 求 和 是 “局 部 "性质 ,但 > デー エト = 


$ 5.7 一 条 一 般 的 收 爷 定理 、 


如果 @) 在 有 限 区 间 绝 对 连续 , 且 満足 3. の 及 (5.3.11), 
那么 (UU) 的 Fouries 人 3.18) 
或 (5.3.19)。 

事实 上 ， 这 还 可 以 写成 (5.3.20)， 如 果 记 (5.2.1) 为 号 (Z)， 那 
么 根据 定理 5.5.1。 衣 CD) 一 g ひ ) 可 以 写成 


atn~—1) 


i RR jw =ー1 7 5 ・ 
(なぁ 一 1)1…・2111 人 の 9 (5.7.1) 


PC 一 ui の (ze Ne ee) 


了 可 
.DpD{8.,.. Hs (I S| R) 
D (8 i [gl | * 
这 里 po 由 5.5.6 所 定义 . 


将 (5.7.1) 的 积分 分 成 三 部 分 : 


nm-1) 
3 5 


ご は 人) ER 
1 (かー 1)1・・・2!11 ( 9 去 * ョ * 


这 里 3 为 大 于 十 的 一 个 固定 的 数 . 
先 来 研究 7, 作 変 換 Rz 一 々 。 于 是 


一 一 一 (mp」 がい gw 
za 一 1)1 2111 に 
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go (st | 


如 果 I a 
多 3 ーc(R り き 5.7.2) 
那么 就 得 到 1, = o(1》， 但 是 区 


因而 , 若 


pA 到 He El 


tt 


= O(R 
成立 > 那么 (5.7.2) 成 立 . 
其 次 考虑 1,。 如 果 此 时 


) (5.7.3) 


_ HaCl| RY| 
ET KC 人 


)。 | | (5.7.4) 


一 让 一 


wm OC(R-P-"z 


(z+) 
2 


那么 
ll 一 :of 网 Fw). 


分 部 积分 ， 即 得 
1 站 | 一 O (mr 


(十 


1 (e + n(n 当 
2 . 
に —p SE 


Rs roz) = 0, 
き 


如果 ぁ > 0. 
至 于 fs» 象 处 理 7 一 样 ， 只 是 此 时 
FO) ~ lr), 
穫 : で oo 时 依然 成 立 , 但 ぁ >0、 那 久 
l= 0(1), 
综合 起 来 , 得 到 
定理 5.7.1 设 w(U) 在 U, 上 连续 , 它 的 Fourier 级 数 在 人 @ 
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意义 下 的 球 平均 为 (5.2.1), 记 作 号 (ZJ)， 如 果 ゅ (x) 在任 一 有限 区 
闻 绝 对 连续 且 满 足 (5.3.4),〔5.3.11) 此外; 由 BG) 决定 的 (見 
5.3.6) 满 足以 下 二 个 条 件 : , a 


《CD 当 0 Sr < 時 


日 .… 8 \ 且 (alR) 
D (or gp) .中 
(a—1XK s+2) : - 
= OCR 1 ぅ (5.7.5) 
(2) 当 计 所 :<< 吕 时 ， 
の (3 と a H, (lS1R) 
55 2 El fe 
ー oCR Ss p+ at (5.7.6) 


而 如 > 0， 那 么 当 RR co 时 绒 (D) 收 伍 于 zx(DD. 从 此 还 可 以 
看 出 ， 如 果 中 人 满足 《5.3.4)，(5.3.11)，(5.7.5) 及 C5.7.6)， 那么 
Fourier 级 数 按照 g@ 的 意义 球 求 和 是 局 部 性 质 . 

从 定理 5,7.1, 立刻 导出 定理 5.2.1。 因 为 


8 1 Cat Ry 
他 十 上 
9 (RNID + Rn 
8 - 1 = ー (nt DR 
By at mt 
Ra 2 + Rlal) 7 
ょ G+D ER 
(+ Rn "2 ? 


于 是 , 定理 5.7.1 中 的 条 件 全 部 满足 ,此 时 一 =. 
s5.8 一 条 Tauber 型 收敛 定理 
在 上 一 章 中 ， 用 “ 方 体 " 求 和 得 到 了 -- 些 逼近 定理 ， 对 于 球 求 
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和 , 显然 也 有 相应 的 结果 ， 例 如 , 可 以 有 (参阅 本 书 第 一 章 》 
定理 5.8.1 车 nCU) ELip p, 那 么 当 8 > 十 p 时 ， 


有 

六 (UV) 一 xD) = olR-?). 

从 定理 5.2.3 的 证 明 过 程 容易 证 明 上 述 结果 。 

以 此 出 发 , 可 尽 证 明 以 下 一 -条 收 敏 定理 ， 

定理 5.8.2 若 u(U)eLip p, 且 
NP な の に っ な ) = oH + + ). 

这 里 


ee 


1~—28t2p+se 


那么 | 9 
(UU) 一 g( ひ ) 一 of) 


证 由 (5.8.1), 得 到 当 > エーl+p 时 ， 
CD) uD) = OCRD. 
当 z 一 OCR) 时 ， 
CR + DD ~ RD < る 14。 り )| > 
这 里 CR) == 有 D) 一 se(D) , 
- 人 4。( の ) > tC 。 あ (りう )。 
チ 


由 Schwarz 不等式 
iC ん の っ (0 うう) CC a Cty) 


・ (の な の … な (の うう 一 > な 。) 。 


《5.8.1) 


(5.8.2) 


(5.8.3) 


根据 (5.8.2), 我 们 有 (参阅 Chandrasekharan-Minakshisundaran [1] 第 


IV 章 ) 


[CR + DD — RD] = oR + + DD) 
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し も マット tr 


oe o( > rm mo : 2R。(<) ] 
= (GRE 
这 里 +。Cm) 表示 球面 好 十 …' 十 怒 一 如 的 整 点 个 数 ， 我 们 知 
道 〈 参 阅 Chandrasekharan-Minakahisundaran Ll 


ネー オカ 


rom) の O( み 7 )。 n>0 


及 

Ri 一 Dy ralm) 一 = ir 士 | zw 5 
应 用 Chandrasckharan-Minakshisundarsn [1] 中 的 定理 1.8.1, 于 是 当 
<p 一 5 时 ， 


(UD) 一 rm 一 Ce 
取 . 


{一 5++ (8ー め (ミー9)ー ゃ +} ) 


ーー 


见得 到 (5.8.3), 但 5 > ps (な 一 1) 十 ヵ . 现在 , 特别 取 
9ー テ (アー リキ あす と 


这 里 6 > 0， 即 得 定理 . 
从 上 面 的 定理 ,立刻 得 到 以 下 的 定理 ， 这 个 定理 作为 定理 
5.2.3 的 补充 
定理 5.8.3 若 uCU) ELipp, 且 2 
MO の (Ca で 21). (5.8.4) 
那么 当 


が ゲー1 が (一 1)2 が ーー 1 
2 (PD 
而 Reo 時 。 座り ) 以 CO) 为 极限 . 
在 定理 5.8.2 中 取 # 一 0， 则 得 到 -- 条 收 伍 定 理 。 
定理 5.8.4 车 x(Z)6eLipp， 且 
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MO の CC な の に な) = 9(( ほ エー・ キ ね の 、(5.8.5) 
那么 w(U) 的 Fourier 级 数 收 伍 于 xD) 自己 但 


一 gs 0。 
一 1 十 2 ヵ 十 g 


当然 , 所 有 定理 中 的 条 忻 : sg( ひ び ) 在 U, 上 连续 , 显然 是 可 以 
减轻 的 ，Fourier 级 数 的 球 求 和 理论 , 可 以 沿 着 本 文 的 方法 继续 发 
展 . 例 如， 建立 绝对 求 和 的 概念 ， 现 在 已 无 太 大 困难 ， 求 和 的 充 
要 条 件 也 是 一 样 。 所 有 这 些 ， 可 以 参照 Bochner [1] 或 Chandra- 
sckharan- Minakshisundaran [1]。 
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、 第 二 部 分 “ 旅 转 群 上 的 调和 分 析 


”第 六 章 ”旋转 群 上 的 Fourier 级 数 的 
Abel 求 和 


$ 6.1 “旋转 群 上 的 调和 分 析 


任意 紧 致 李 群 的 复 表示 ,都 等 价 于 西 表示 ,所 以 任意 紧 致 李 群 
都 可 以 庶 人 到 丁 群 中 去 ， 因 此 , 酉 群 上 调和 分 析 的 研究 ,对 一 般 紧 
致 李 群 的 研究 , 也 是 有 意义 的 。 同样, 任意 紧 致 李 群 的 实 表示 ,都 
等 价 于 正 交 表示 ， 所 以 任意 紧 致 李 群 都 可 以 坎 人 到 正 交 群 中 去 . 
因此 , 正 交 狼 上 调和 分 析 的 研究 ,同样 对 一 般 紧 致 李 群 的 研究 也 是 
有 意义 的 

在 第 一 部 分 中 ,我 们 已 经 讨论 了 西 群 上 的 调和 分 析 ,在 这 一 部 
分 中 ,我们 自然 要 想到 对 正 交 群 上 的 调和 分 析 进 行 讨论 。 正 交 群 
的 元 素 分 成 二 部 分 ,一 部 分 是 行列 式 为 +1 的 , 另 一 部 分 是 行列 式 
为 一 1 的 ， 行 列 式 为 十 1 的 元 素 的 全 体 , 组 成 正 交 群 的 正规 子 群 ， 
即 为 旋转 群 。 在 这 一 部 分 中 ,我 们 在 旋转 群 上 讨论 调和 分 析 , 由 研 
究 涪 SO0(w) 一 Of(z) 一 {TITT’ = 1, detT = 1} 上 的 亩 和 分 析 ， 

对 于 旋转 群 上 的 调和 分 析 的 研究 ， 其 基本 的 思想 与 方法 是 与 
第 一 部 分 相 一 致 的 .首先 ,在 这 一 章 中 , 由 实 典型 域 的 Poisson 核 
出 发 ， 给 出 旋转 群 上 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 ， 并 有 具体 给 出 
Abel 求 和 的 系数 。 由 于 在 第 一 章 中 所 用 的 方法 对 旋转 群 已 难于 
应 用 , 所 以 采用 母 范 数 法 来 解决 这 一 问题 , 这 是 钟 家 庆 做 的 ( 见 锦 
家 庆 [2]). 

以 下 七 、 八 、 九 各 章 , 基 本 上 是 按照 第 一 部 分 中 的 第 二 ,三 \ 四 、 
五 名 章 的 方法 ,并 克服 了 旋转 群 久 产生 的 困难 而 得 到 的 ,其 中 大 部 
分 工作 是 我 指导 研究 生 工 世 塘 , 董 道 珍 [1,2;3] 所 完成 的 。 
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無知 SO( ヵ ) 中 元 素 了 的 共 孝 类 代表 , 视 ” 为 奇 、 偶而 分 为 两 
种 情形 . 
1、 当 r= 2 时 ， 


(0,) cos8;, sing,\ 
"~( … ) 0 し 
- ce(@) . ハー snd, cos 


2. 当 ぁ ヵ ー24 十 1 時 


し の ) 
下 ~ 下 
<(@) 


SO( ヵ ) 的 单 值 不 可 约 表示 由 和 个 非 负 整数 
mn (mis ** A > sm = 0 表征 ,mm 称 为 标签 . 以 
小 一 《ta '** m4) 为 标签 的 不 可 约 表 示 的 维 数 为 We 表示 的 
特征 记 作 :zwf(T)7， 它 们 又 依 ” 为 毅 、 偶 而 分 为 两 种 情况 : 

rs 2k, 

当 ms ™ 0 时 ， 以 m™ (か > Mar ドド > が えー ュ ッ > 0) 为 标签 的 单 
和 值 不 可 约 表 示 记 为 (p3CT))iciviewtmw- . 记 
(の つう 党 cr(6 ひ りう 
ct の う 。 EE cx の) 
这 里 = 十 雇 一 1 二 pr 十 一 2 一 mi; 当 g 之 1 
时 , cet6) 二 2cos gq0;co(9) 一 1 那么 上 述 表示 的 特征 om(T) 为 


i (> li) 
[m] 0 《6.1.2) 


cf (6.1.1) 


表示 的 维 数 N(m) 为 
2, PE I- 
H うま し 
a [mi (2 ぇ ーー 2)!・…・4121 に (6.1.3) 
gkー9 和, 3 


当 mi 之 0 时 , 以 mm 一 (my,''…,m4) 为 标签 的 单 值 不 可 约 
表示 是 有 两 个 伴随 不 可 约 表 示 ， 分 别 记 为 ($3(T)) 及 (@9(T)), 


* 129 。 


它们 的 特征 标 分 别 为 
os(T) 及 oz(T)， 而 c8(T) 为 


= i 
we 2c(4 一 1 -10) (6.1.4) 


os(T) 为 - 二 本 
・ 8 と (ュー うど —s (ts) 
Mm 1 . 
[ml] EE (6.1.5) 


这 里 c(h, ーー た ) 由 (6.1.1) 所 定义 ， 
(6 うぅ 和 (8 


ee 


sh = i (6.1.6) 


sg の う 。 Si (@) 

而 ml m+ 一 2， om me; sa(0) = 
2isin 49。 这 两 个 伴随 不 可 约 表示 具有 相 河 的 维 数 , 它 由 (6.1.3) 所 
定义 . SI 

-2. ぁ 24 寺 1. 

以 ター Cm, レタ 为 标签 的 单 值 不 可 约 表 示 记 为 
(の yo の 

它 的 特征 gz《r) 为 


{6.1.7) 


赎 示 的 维 数 WC ヵ ) 为 


2+ 
1 ee 
ss [m] (2 を 一 1) に:3111 
@x こ る 
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SO( ヵ ) 的 体积 < 为 
nm ゴー マー は) 
て 8=) "ゆー ジ I x ) 3 
车 x(D) 为 SO(2%) 上 的 可 积 函 数 , 令 


m= Ll m 
DED (6.1.10) 


(6.1.9) 


当 mS Sm > 05 


C 
当 mu > 之 mi > 0 记 
Pass em TY = CORT ria, anim 2 


Ea mlT) = (PHT anomns 
A 


她 一 上 人 uIPp" (CTF, (6.1.11) 
SO0(2&) 


(Cat) ir FEN (Um) 9 
= (PP), gyem) 


が (Cm 


iD 5 や 95 で ) 


3 大 PPDO 。 お mye ko i 
J > tr CA mi Dn kT)) 
ke 
二 > 由 tr( Bm is の mT)) (6.1.12) 
リャ | 
为 SO(2%) 上 的 函数 KT) 的 Fourier 级 数 ，4 
称 为 它 的 Fourier 系数 ， 

水 g(r) 为 SO(2& 圭 1) 上 的 可 积 函 数 ， 令 

a — z (Tp IT, 《6.1.13) 


5 の (2 えす 1) 


er mk? 5 Fk 


同样 记 Am 一 (oD ie iene) 
Boss nT) = IT), ce の っ 


则 称 Ntm} 
3 menD- る 
mmR リガ "emkeD 
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A ,mk Pm, … ret す うう {6.1.14) 
为 SO(2% 十 1) 上 的 画数 «(的 Fourier 级 数 ，Am,m 称 为 
它 的 Fourier 系数 。 


讨论 形 如 
G— TMT (6.1.15) 


的 正 交 方 阵 G 的 集合 , 式 中 Te SOCn)、M 为 


に 50 a 5 ( cos 6。 ぅ td 


sin 9」。 cos 6 — sing,, cos 0。/ 
ァ g テテ の テー 0， (6.1.16) 


当 ”一 2 时 ,此 直 和 终止 于 ( 
1 时 , 它 终 止 于 


9。。 sin Ok \ 
COS UR> SI 明山 上 も に わ ま を: 


一 sin BA cos@x 


( cos 9 ょ Pt 


一 SineBk cos の, 
当 # 为 奇数 时 ，(6.1.15) 包 括 所 有 的 5S0《w) 的 方 阵 ; 当 ? 区 偶数 
时 , 任 一 属于 SO( # ) 的 方 阵 可 表 为 (6.1.15) 的 形式 , 但 detT 可 


能 是 二 1, 因此 ，y(G) 一 全, 于 是 G 上 和 任 一 点 可 以 唯一 地 用 


(一 了 / ム ) 的 一 个 傍 集 及 一 个 M 来 表示 (除去 一 些 低 维 子 洲 形 以 
外 ), 其 中 


A cos づ お 」。 sinf\ , cos 8』。 sin 9 , 
(0 MM ee 
一 Sin お 」。 COS の 。 — sin Ba, os の: | 
G 上 的 体积 元 素 为 
当 な = 2k 时 ， 
かー 2 を | (cos9。 一 cos の 7 BD d0,. dO; 
1&a<Bak (6.1.17) 
z 一 2 ぇ 十 【I 時 。 - 
ュー 2 は HI Qe II 
Hc 
・(cos@。 一 cos 9。)! ジ 2 あい -29。 (6.1.18) 
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此 处 立 为 旁 系 的 体积 元 素 , 当 ョ ー 2k 时 ， 旁 系 体积 VC 总 ) 为 


ー1) 
pr TI iace こ M 
r=2 5 


当 nn 一 24 十 1 时, 旁 系 体积 V( 纪 ) 为 


有 人 


2 下 TG ” 
体积 元 素 还 可 写成 
人 一 2 に 2 えー コ ュ > 1 も 0) > 29 の 28 《6419) 
二 < Sr は ーー ワウ 48,- 


(6,.1.20) 


3 6.2 实 典 型 城 的 Poisson 核 


返 メ ー(%。) 是 m Xxw 算 阵 ， 考 虑 m 2 维 欧 氏 空 间 RW 

中 的 域 党 人 m，?) (m < n): 
7ー メタ "> 0, 
其 特征 流 形 为 7 メメ '. 完 ( ぁ 。 ぁ ) 的 解析 自 同 构 群 为 
= (AX 十 BJCCX 十 D), て 6.2.1) 

此 处 

“Ad—CC I, BB— DD=—I, A'B = CD (6.2.2) 
及 


4 B 
de( < っ )ー 1 
我 们 只 考虑 ター ヵ ぁ 的 情 形 。 足守 ( ぁ , ぁ ) 为 多 ,此 时 ,可 
以 如 同 $1.1 那样 ,证 明 (6.2.1) 将 更 , 映 为 完 。, 0( ぁ ) 映 入 0( ぁ )。 
$O( ぁ ) 映 为 5S0(n)。 | 
变换 


a 133 * 


Ye A XI XIX ED (6.2.3) 
将 X, 变 为 0 点 , 若 4,D 满足 
Am I RR) DD XXY', (6.2.4) 
若 eSO( ヵ )。 玩 (6.2.3) 在 SO( ぁ ) 上 为 
れ カー ズー) (7ー XD DI ーー 《6.2.5) 
记 ST = dIT', 5T = dT 广 为 由 5T 的 微分 向 量 所 张 成 的 体 
积 元 ， Fr, 为 由 ST 的 微分 向 量 所 张 成 的 体积 元 ， 则 可 如 同 在 §1,1 
中 所 进行 的 那 祥 ,可 议 证 明 
ERI i 
det (I — XI) 人 
于 是 ， 如 同 在 $1.1 中 那样 ， 称 
de フー Xo XI) た 
det{I — XT 
为 域 于 ， 的 Poisson 核 , 于 是 我 站 可 以 得 到 完 1 一 XX'>0 上 
的 Poisson 积分 加 


ey Dat. Se 


1 


P(X,,T) la 


如同 在 50.3 中 所 说 的 那样 ， 对 于 统 , 应 有 相应 的 Riemann 度 
最 ， 并 且 有 相应 欧 . Laplace-Beltrami 算 子 . 这 时 妖 ( 参 阅 华 罗 庚 : 
陆 和 让 多 [1]) 相 应 的 Laplace-Beltrami 算 子 为 


ペー 3 (0 あう ia Kia ) (一 や) 


jl a,B=1 
の 。 ぶさ 1 \_a 
en tdnet re ( Bu — Tao Tso :> -一 
Oxria Oxig x 11 る /axtr 


(6.2.8) 
着 w(x) 在 统 , 上 定义 ,， 且 有 二 阶 连续 偏 微 商 ，x(x) 称 为 调和 的 ， 


如 果 
Ag(z) = 0 . (6.2.93 


在 究 。 中 成 立 ， 如 了 同 在 统 ; 的 情形 一 样 , 如 下 的 Dirichlet 问题 有 
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解 , 在 SO(n) 上 已 给 一 个 连续 郊 数 ,在 在 唯一 的 解 满足 方程 
《6.2.9)， 且 在 SO(z ヵ ) 上 的 什 等 于 已 给 函数 ， 解 就 是 Poisson 积分 
(6.2.7), 

如 同 在 $1.1 中 证 明定 理 1.1.1 一 样 ,我们 可 以 证 明 

定理 6.2.1 若 -z(f。) 是 SO(s) 上 的 连续 基数 ， 则 


ua(T,) 一 lim 二 | Prs。TDe(7 ば 。 (6.2.16) 
に rl ど さら ( ぁ ) 


证 明 从 略 , 送 者 往 容 易 六 定理 1.1.1 的 证 明 自己 补 出 来 , 当 
然 也 容易 将 此 定理 推广 到 Lebesgue 可 积 的 情形 。 -- 


S6.3 ”Poisson 核 的 展开 
现在 我 们 的 任务 是 来 展开 Poisson 核 


#9 


(1—r) 2 ， 
站 
PlrTo, T) de — TT PG 3s 


所 以 只 要 对 Pc ちち 子 ) 进行 展开 就 是 了 . | 
旋转 群 SD(=)( 当 * 为 偶数 对 , 记 nn 一 2%; 当 # 为 奇数 时 , 记 
ぁ を mm24 二 1) m= (Cm, つの た うぅ msm > px 学 0 为 
标签 的 单 值 不 可 约 表 示 的 特征 为 or 则 oatT) 有 以 下 的 基 
本 恒等式 ee [1}。 255 页 ): 
令 5 “> tk 是 下 个 独立 变量 ， 作画 数 
fi= fC T) = det ti — tT), - 


则 有 
][ (1 — 1,7,) 
ts 一 一 za > TLD. (6.3.1) 
hi 及 ma0 
这 里 Xm) と 計れ Li ) Dt i ks 
而 时 
ts ぅ は 
と "っ ta) ES | 
Zity 多 2 
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は ， 政 -! 
i 
Dilns 5 な) od 本 《一 > 
Oc ます で す 
1, * ぅ > 1 
li mi 十 让 一 人 一 1 天)。 


并 且 (6.3.1 当 maxlg| < <I 时 ,对 工 是 一 致 收 伍 的 

在 SO(n) 上 老臣 的 时 候 , 当 x 一 2 十 1 的 情形 ，om(T)》 出 
《6.1.7) 给 出 ; 当 ww 一 24 的 情形 ,而 m 之 … ea 
時 。 ga( ず T) 由 (6.1.2) 给 出 ; 而 当 # 一 2% rm 之 -之 m4 之 0 的 
情形 ，(6.3. 了 ) 应 为 


位 (1 — £1;) 
人 = Di 7) ?。( の + と 00 ん 00/ 


这 里 みあ ①) 一 [mm]+ 由 (6.1.4) 所 给 出 ,，o%(T) = [m]- 由 (C61 人 
所 给 出 。 如 果 记 
gstD — at{T) 于 oo 人 rr)， . (6.3.2) 

则 ga①) 就 是 由 (6.1.27) 所 定义 的 值 . 

所 以 , 在 SO( ぁ ) 的 情形 ,《6.3.1) 还 是 成 立 的 , 当 ぁ 一 24 十 1 
时 ，con(T) 由 《6.1.7) 所 定义 ; 当 ぁ 一 24 時 > eC) 由 (6.1.2) 所 
定义 ,在 以 后 的 讨论 中 ,我 们 都 是 这 样 定义 ow《T) 的 

代替 (6.3.1) 的 左端 , 考 虚 


し に つ 】 
I (1 2 tt) 
ば 


3 


天 "jo 
并 令 诸 所 mm +， 那么 
srー1 
II G ー な 5) かー 
ここ 
fr: ‘fa: ロー ュー detz 一 1 (7 = rT) plr1 ぅ すず)。 
《6.3.3) 


因此 ,如 果 能 将 基本 公式 (6.3.1) 由 & 推 广 到 # 一 1, Plr1,T) 的 
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展开 问题 也 就 随 之 解决 。 - 
下 面 约定 : 
Ti + DD = To ー の と で ⑦ 一 TT er 一)。 


££ <i i<j 
と ,(⑦) 一 a To の , 
Ei 


i gD ey gn 
gx( ち ) 。 gt, KC 】 gn) 


ee 


8 gt) i gsts) 


(pil ,8 = 


gi(⑦) 是 :的 任意 函数 。 
于 是 有 . 
引 理 6.3.1 设 *> 0, 则 有 恒等式 
DD) Lm) で ロッ デー イッ デイ アーー。 ブウ 
一 《十 Pt 十 どい ・・。1 十 どの (63.4) 
证 显然 


《zy tr2T，- テバ a ‘Cn: イリ (G 二 (は | 二 ,1) 


一 《了 了 本 (を 一 を] -1 CGT; — Ti 


,了 Ts i 
s+1 ィ +1 
ー Gt De Ha- #8) 
丁子 Ei 


“(To = Dn Ltt). 
至 于 4 デー ユア 。 ーー っ テア? i くど 。 デー ュー tt *。 1 十 ™) 只 
歼 将 堪 端 行列 式 中 的 每 一 列 减 去 前 面 各 殉 的 适当 线 狂 组 合 即 得 右 


引 理 632 设 ・ テ ネー| 且 |。 如 果 已 有 


D(AL, 9 


2 こう) OK の > っ gr( の 7, (63.5) 


m0 
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其 中 カーdee7ーz ヵ 7,。 当 ゥ ぁ ー24 十 1 以 肥 ょ ー24 を か テーー 
テカ 4 ュ テカ ォ ーー 0 时 , qn(T) 是 SO( ヵ ) 的 以 mm (mm 
为 标签 的 不 可 约 表 示 的 特征 ; 当 ゥ ーー 2 も g テー・ 学 を 0 時 。 
gm(T) 是 SoC 的 以 ター テ (> ,mx) 为 标签 的 不 可 约 表示 
的 特征 ogg(T) 与 om 之 和 《6.3.2), 则 有 
の (の を (の う 一 > Tg 
Pu お mp み 0 

gD, DC + の う テ も D、 (6.3.6) 
其 中 
i? 当 了 eSO(26: 
1 十 ft 当 了 TeSO(2% 填 1)。 


证 1°. 设 T&€ S002), 由 


CR ee cost;, sin 6 
了 了 ~ | ・ Cl <(8;) (_ sin 0,, -oj 


7 の 一 1 


有 


8 > k > 
f= det(1 —iT) = J GQ — 2tc0s0; + #2) 


i=1 


に K Cs ; 
~ [UU—2cos T+ 2) ~ [CT —2rc0s0) = T+ --. 
i=1 j=1 
未 写 出 的 项 是 74*G 一 1,:……, 上) 的 线性 组 合 。 于 是 
7 イー TiTTR = TH + ) (6.3.7) 


未 写 出 的 项 是 _“T 人 一 1 大) 的 线性 组 合 , 由 引 理 6.3.1 
及 (6.3.7) 有 
Dn Ln a tr, ダー コディ 了 


ティ エキ 
《rt TT, デア デザ ) = > (— 1 iTi-t 
i=1 
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jl カース 一 2 | 
用 有 人 


に 


に 


し 


ィ ー1 了 一 2 人 ティ ー ス 2 5 一 1 
tr tT srs 9 fori Test Ti 
+1 


一 DCD Tf DP LOGE), (6.3.8) 
j= i 


这 里 二 表示 没有 二 项 ; の PC) 表示 (っ ちち な) 接 の (の 作 
出 的 差 節 。 と の (⑰) 表示 ちっ ーー > my ter) 接 LX 作出 的 乘积 ， 


在 上 式 两 疯 乘 以 T[ (1 一 四 /有 …fws 注意 到 6) 和 エ の 的 
关系 , 就 知 有 


の LC の と し ms ぶ (一 1) サ ビデ ビル A st 


ヵ ・・ firs i=1 


a (f= の ) の の (の と の (の Qi (1) は" ッ 


た ‘hh 『 ニ 1 
(Or の 
DT DLN GY 
0 a 7 で | 


根据 引 理 假设 ，. 


DILDO _ oT) gi gz (ぶっ) 
LAE A ~ 名 gr ちょ うっ ここ Cl i 
。 BCs a 0 の Cn) 
因而 
の (の と 。 rt 二 > gatT) > (DD 


hha “fr か みり 
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ga) 。 MA ga ち ) 
gl), 人 六 gC 
. Gs WF (ちょ お) 


PE 


* も * な ・・ 


(し いう > A gC 
て っ)oa(7O く gr(⑦) ・ の ECO ちち > gr( ひ ・ ち (1 一 TY, 
‘m0 る や 


于 是 引 理 了 e 50(2 时 成 立 . 
2" 设 TE SO(2 ぇ 十 1) 由 于 


「 
T~ i > 
FN GA 
所 以 6 ーー」 
7ーde7ー2 の ーー の 11 コーzzcosg キ の 
= a 
而 


ha= ]T マーzzcos9) = T+ 


i=1 4 的 
因而 ーーー 十 .…， 余 下 的 证 明和 ("是 完全 类 
似 ， 即 在 Dn の Ln 一 くど 。 だ イデ アッ ーー デビュ 。 Ty 中 区 区 广大 
代替 了 *。 加 以 展开 ; 类 似 的 得 到 


の (の (の し や Cy i ー② 
uk だ | 1=1 i 


We 
» 次 :有 の : CL! CO 内 
uk だ 


利用 (1 一 な ーー ロキ の ロー な ー(E 二 記 浪 。 因 面 有 


の (の た ょ (の. ぷ (~ + 6) | 


fi sr i=1 
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再 利用 引 理 假设 , 最 后 得 到 
Dn 人 | 


あれ "fir 
ー DoT) (Cg) tyr gL) ,CL THY 


引 理 证 完 、 
从 (6.3.1) 出 发 , 将 (6.3.1) 改 写成 为 
Er Do DC なー) の)。 《6.3.9) 
hf 
反复 应 用 引 理 6.3.2, 对 ea で ) 的 系数 可 得 以 下 序列 : 


《in ,ERD tl， ny lit, ーー・ 


2 2( り 5 DO 十 问 》 TE (gtk, oo 。 ーー 


gd( の ーー2。2( の デー の (1 十 の ュー dN + の デ だ や)。 (65.3.10) 
将 (6.3.10) 的 最 后 一 个 记 作 ca な 。 つら っ)。 那么 以 上 的 讨论 
可 以 总 述 成 下 面 的 定理 . 

定理 6.3.1 记号 如 引 理 6.3.2. 下 列 恒等式 


TG- Hom) - 
-< 到 一 -一 ke 人， nT cn 
ff * i me 


ay ーー . ーー (6.3i3) 
成 立 ， 其 中 fi= detCI — tT), TE SO(n), cat yp-D 由 
(6.3.10) 所 示 , 当 ヵ ーー 2% 十 1 及 p= 2k， mR Rm 
一 0 了 时，、om(T) 是 SO(w) 的 以 m= Re バー っ が 4) 为 标签 的 
不 可 约 表示 的 特征 : 当 ヵ 24。 か 人 >> か > 0 时 ,om(T) 
是 5O(s) 的 以 ヵ (が っ うめ 为 多 和 的 不可 的 表示 的 稀 征 
o%《T) 及 ox%(T) 之 和 (6.3.2)。 

由 (6.3.11) 得 


・14t・ 


T 《1 一 #17) 
二 - oe ーー . (63.12) 


あー の (ね っ "> なー 


会 ーー っ 由 (6.3:3) 得 


(な せ ー1) 


Pr DT) 一 二 人 pw(r)on(T7，(6.3.13) 


de アー Ci a rT) 
Sah fn) 
pat ) Ds (iis “ft) sen ey . (6.3.14) 
于 是 我 们 有 


系 6.3.1 YO( ヵ ) 的 Poissoa 核 P(r1,T) 可 以 展开 成 不 可 约 
表示 的 特征 的 线性 组 合 . 

当 ヵ ーー2x 填 1 村 ，P(rr,T) 的 展开 就 是 《6.3.13)。 这 里 
om 了 ) 由 (6.1.7) 所 定义 ，patr) 由 (6.3.14) 所 定 叉 。 

当 ヶ 24 時 。P(zZ7 す ) 的 展开 为 


Plr1,T) > pnlr) onlT) 十 >， 


my 


- pu(r)(o8(T) + os(T)), (63.15) 
这 里 あみ (7)。 8Cm) 分 别 由 (6.1.4) 及 (6.1.5) 所 定义 ,onlT) 由 
《6.1.2) 所 定义 ，pn(r) 由 (6.3.14) 所 定义 。 


5 6.4 Abel 求 和 


在 展开 了 Poisson 核 之 后 , 就 可 以 定义 在 SO( ヵ ) 上 可 积 函 数 
u(T) (TE sO(n)) 的 Fourier 级 数 (6.1.12) 及 (6.1.14) 的 Abel 平 
均 . 

当 一 允 十 1 时， 由 于 


Pr7TTO ~ る palr) ga(T7) 一 >。 pu(r) 
ぶ 1 ゆま りり 679 (6.4.1) 
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而 由 (6.2.7), 就 有 


ps と) 
を MM 之 pnlr) る 3 N(m) 
Ntm]™ 2 ・ 
2 sj 中 9 号 To 。 (6.4.3》 


a Fourier 级 数 ，(6.1.14) 的 Ab 平 
均 . ss a 
当 ぁ ヵ ー2 ぇ 時 . 
Im 6 
Cp Fro 一 る ee の 之 ゅ 9 の D ゅ 37O キ ラリ 
・pa(7) 29 PATI IT), (6.4.3) 
而 由 (6. 2.7) 就 有 
一 bp 了 ジェ 2 3 $7 (To 


+ ee) gy eo 0 HTD 


中 eo > あう bop(To). (6.4.4) 


mei MV 
CO 就 定义 为 Fourier 级 数 (6.1.12) 的 Abel 平 
均 MS: 

于 是 定理 6.2.1 可 等 价 地 和 叙述 为 
定理 6.4.1 若 xro) 是 So) 上 的 连续 函数 ， 则 愉 To 的 
Fenrier 级 数 可 以 Abet 求 和 于 它 自 己 。 
当 2 一 2 十 1 时， 在 (6.2.7) 中 取 #w(T) 一 o,(T), To = 
则 Ne 店 
1 


_ 人 
Mr の ie | ルレ Taos CTOF 


一 27em( の ニ se most7 の チー pnlr), 


ゆみ ひ 
所 以 当 > 一 1 时 pm(r) 一 oo(7) 一 Nm )， 

当 # 一 庆 时 ,而 mr 之 0， 取 zx) 一 
oT) :T= 一]; 当 p 一 2 而 mi 定时 , 取 zx(T) 一 
(TT = 1, ulT) = ot(T), エー お 则 间 样 可 得 p,《+) 分 别 趋 
于 oo 一 NG); t(D 一 NGy) 及び (DD) 一 N(v)， 也 就 是 说 ， 
对 任意 标签 "(zo mt) 都 有 pafr) 一 NO) (+ -> 1)， 
以 下 要 给 出 ev(>) 的 上 基体 表达 式 . 

由 (6.3.10) ，ca-ifta tr-) 可 以 化 为 . 

Cant 7s ns) Celtoik tk dlr) 1 
の の (7 ユー アキ は )。g( の て アー イト dl1+ 
テー2 た ー 1) > » 


这 里 
1 十 二 5 当 一 24 十 1 
Le ed 
下 面 分 奇偶 两 种 情形 讨论 : 
1?.p 一 2 十】 _ 
因为 


(の ラー ーー ガー ネー) pl 

g( の (デー ミー)  (] 十 站 (pt の ーー ーー トー5 上 
が ま 十 (が ーー 十 デー 

(の (の ーー) (1 十 の う (アー し デー) pr 
の これ サト Cenk デース ) 。 

の の (LE 十 FA = (1 十 の (1 十 ーー の) 1 十 ーー) 十 
《十 の ーー4) 。 
由 行列 式 的 性 质 , 有 

Ca 下 一 《人 A 
de i 十 が ーー1] 、 ・*・ う a 十 ee > Cpt - っ 
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ガ k キ ゅ ーー (ジーー4 十 Fh | (Ci 一 kt 十 A) » > は 十 ーー) 》 一 


>, て ロフ 1) ら サー イ カー くせ 9 ュー 、 1 だ ょ キタ ー ト ー ト tt, OF 
(の るー メー ュ ) を まけ 
Ph (6.4.5) 


这 里 指标 集 DD 满 足 条 件 : 
19。 2zー2% 一 3 テー あーー ジー, 学 ぁ ター を ーー 
i ーッ pn-t-i 2 05 
- 对 任何 ;党 7 有 お お ES 
EC 因而 
Ci WY, 
の (な > tn) 
本 や Ci - 1 
(pi PI KDED 忆 。i(za 9) 
CT 2 Yo 2 ーー 


(6.4.6) 


por) 人 


命 

3 

Pk? 

而 原 知 

he 十 一 11, 2 
则 

《iter1-t ーー ネー 

— Cait, grat soos kt tk, 

代 人 (6.4.6 う , 有 
二 1 
Pt 时 っ $n) 1 Da tp) 
。 で の サー2 matn3, < sv ETT RL キロ ーー: す p 一 た ー) > ・ 


Pe 


rt} A ck 
一 > CD Dnt D4 


ed ko ED + 1 
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N・ あッ 5 の Pi Go 一 让 (6.4.7) 
这 里 指标 集 の " 是 由 转化 而 来 : (9? 9-- つ その " 当 是 性 当 
( あ >・ の いう po-t-t) ED. 

易于 验证 : の “的 条件 区 
1?. szー メ ー1S み SS の BIR no 
= 9 の <-k っ 0: 
29。 対 任意 あみ 生み ポキ オー18 
而 N(mi, "Mt? J1l9 ドラ ga-k-1) に 3| 51.2 中 拍 定 六 只 是 此 时 
并 不 要 求 mms" "572 よっ 1 うに 94 一 上 -1 之 闻 有 大 小 的 次 序 . (6.4.7) 
就 是 > 一 次 十 1 時 SO(⑫5) 的 polr》 的 表达 式 
35、 ぁ 2 
同样 ,由 cst ーー 1s-!) 的 表达 式 , 由 于 
dE a (C1 ー RT ーー デー ラー アキ 
A GR FD) ー (ュー の の (デキ ラー デー だ いり 
ーー ネー ラー ーー 
dO) + = (ュー の (EE 二 の ーー) 
gn 1 PE p20 一 2 一 3 {2 i | i ) 
所 以 由 行列 式 的 性 质 , 有 
ca te fam) = Ketek, os ik, 
dF, od + RY Et, 
a > キメ ー ト ーー (ーー2 一 A (の ー ま ー3 一 tr-krI EE 
(1 一 アー 人 ) = > (一 1 うち オカ ー バ えす : 
あい ュー ムー 
Et or, ft Pr, ーー・ ッ Pt), 
这 里 指标 集 王 由 以 下 条 件 确 定 : 
19.、2 ヶ 一 2%* 一 2 学 ち ーー ーー ル ティ ー ん 
学 あ ューーー グ ジュ デリ 05 
2°%。 对 任意 的 i, 如き ァ ー ミ メー 1 
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3?.、 対 任 春 的 きみ 十 め みき 2 ヶ 一 2% 一 2。 
因而 i antr) 为 。  . 3 
いじ | et | 《一 站 Pt tentk+D 
のり (an っ ) ーー ロー、ーr SN き 
te A Ps Pn) 
rm Dialth: マン な っ いう _ be pep 
类 似 地 合 ・ ぉ -  。 . 
十 3 十 ky 
Ga—h—s Pk: 
hm 
故 
ME > トド ーッ ィ 7k キ ロー ョ ーー Pi, a ) 
店 て の キョー の ュ オ ター こ いこ の みす テー ルー1 の ュ キー メー ス 2 "+ fk 
代入 上 式 有 | 
キー キョー エリ 
BO 2 a 
(ma ー1) を す ， 
アキ pー2 ーー っ Pk キ ャ ーー1 キョー ネー2 。 < 


の 。-( ち > かー ノ 


6 一 忒 4 十 切 
= 5 (ご "+ で 


Tk EE 


a 


[Ee 


“NGC , mis Fly "> qa—h-1) Nt る 4. (6.4.8) 
这 里 指标 集 记 是 由 转化 而 来 : (9 > ga-s-J EE 当 上 且 仮 当 
《pi，"…， Pk E .容易 验证 : 辣 的 条 件 为 a 

19. ター4 テ デー テッ ディ キュ 1 テ タ 8 テー 

之 の ーー デリ 05 

2?、 对 任意 i, 兰 六 

3°. 対 任意 : キ ) ヵ 有 み 十 み ま j 十 た 
(6.4.8) 就 是 # 一 2& 時 。 SO(s) 的 paCr) 的 表达 式 。 
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将 以 上 的 讨论 综合 叙述 为 下 面 的 定理 ( 钟 家 庆 {2]): ， 
定理 6.4.2 ”旋转 群 $0(z) 的 Poisson 核 P(rI,T) 有 展开 式 
《6,3.12) 及 (6.3.14)。 而 系数 sz) 为 2 


+1} 
一 19 ーー 


ex の ーー 
ーー eB ik 
* N{m;» > "> 9。ー ぇ っ) 外 全 を" > fj, 
ee 为 奇数 时 取 访 ; 当 # 为 偶数 时 取 记 , 而 NCm,， 
“st? 1 “3s Lr ) 由 $1.2 中 所 定义 只 是 此 时 并 不 要 求 
as の ep っ 4-t 之 间 有 大 小 的 次 序 . 
下面 指 出 : pw《r) 除了 展开 式 的 表达 以 外 ， 还 可 以 用 一 个 行 
列 式 表示 ,为 此 , 回 到 (6.3.14) 
に (UTM fo) 
Da in) tsar < 


利用 著名 的 恒等式 (华罗庚 [1], 定理 1.2.4); 


palr) 


f(z), ーッ faCx1) 


6 EE 人 RMO 
. arr), ey fr D(x) 
可 以 得 到 gaz) 的 表达 式 为 : 
(r+), “7 Err) 
Dia Pt うふ 
1121・・( ち ーー 2) う 1 0 ーーー ドー トド ドド ーーー トーーー 
“os KT) 


palr) = 


1) 原文 的 符号 有 小 误 现 改正 ， 
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这 里 

(7) 一 rmtn-2, Cr = fmtn Sr) ~ rt, 

十 13 

nl?) 0 人 ーー +"~t, 当 rzー 2 天; 
zt 十 rnt 当 ぁ 2% 士 18 
ーー ァ ー4 つ 。 当 ァ ー 2 

1 キッ 当 ョ ー2K す お 

Sr) L ーー 了 ー ス ネー 、 当 n=— 2k, > 

把 最 简单 的 情 形 一 一 三 维 旋 转 群 的 eu(r) 写 出 来 ， 利 用 
(6.4.9)。 此 了 时- みみ 3 天 = 1, 不 可 约 表示 由 一 个 非 负 整数 mz 0 
表征 , | - 


まき ょ バテ) し 1 


あ ( ァ ) ht (Cr) -lt+r, 
ra 1++ 
(うー(ー リ (m+1)r™”, 1 
有 关 旋 转 群 上 的 Fourier 级 数 的 Ab 求 和 是 由 刍 家 庆 ” 所 
做 的 , 此 外 他 在 [21 中 还 艇 了 些 有 关 群 表示 论 的 工作 。 


= (m+ Dr + mr tt 
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第 七 章 旋转 群 上 的 Fourier 级 数 的 - 
-Cesaro 求 和 


$7.1 Cesaro 求 和 的 定义 和 核 

如 同 第 二 章 那 样 ， 可 以 考虑 旋转 群 上 的 Fourier 级 数 的 
Cesaro 求 和 . . 。」 

若 z(7) 为 5S0Cn) 上 可 积 函 数 ，Pe SO(z)， 它 的 Fowrier 级 
数 (6.1:14)。 (6.1.12) 的 Cesaro 《ce ,wa) 平均 定义 为 


Cs) 
82 2 p53 CT) G11D 
(BDN mi ko nr 
及 
Cm) 5 | 
Bs > 8 $CT) + 
(sDNAmis- mk pf 30 DDN 六 
Nim) 
人), ⑦.12) 
Ld 
这 里 
a am a 
2 M()C | (7 KN CTD)T, (7.1.3) 


这 里 om(T) 由 $6.3 中 定义 , C 为 SO(z) 的 体积 ，N(m) 为 SO(n) 
的 以 (あい > の) 为 标签 的 不 可 约 表示 的 维 数 , KK%(T) 为 
Cesaro (c。 a) 求 各 的 核 , 它 等 于 


N ざー# 
47 十 (T+ ITD) DA! 
所 7 一 1 v= 


Bs VA ぅ > (7.1.4) 
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N N=i 
I a AM + DOT ET 2 A 
Be = =1 de 7 ( 1=1 v=0 ー) r, 
ど Jsoe) と が! 
. . (7.1.5) 
A CN Gat Dat IN (っ ーー ュ ) 
Ni “ 


当 zm 2k 时 ,《7.1.4) 还 可 写成 (除去 一 低 维 流 形 } 
de (C1 ー 7 の" (る A TC 一 rt )) 


rin—1) 


Br(2AR) 3 


(7.1.5) 成 为 | 
1 wm (G17) (> A ra—rh))) 
BN = で ゞ 0<e) Cg すず 。 
定理 7.1.1 《7.1.1)(7.1.2) 均 可 表 为 
で 1。。 CT KEW) (7.1.6) 


证 仅 证 w 一 24 的 情形 , 若 Te SOCw),T ~ co 十 … 十 
<(K8)， 易 证 
BrNCm)on(T) = KAT). (7.1.7) 
(DN mm kd 
事实 上 ， 上 式 两 边 切 以 c(k 一 1 …，1,0)， 则 两 边 都 是 
6,，…64 的 多 重 三 角 多 项 式 , 由 (7.1.2) 得 到 


和 zx 
BaN(m) = ・ [ eos Oy * cosli OL KACT) 


Ne 
(2=)* i 
・ 一 1。・…。 1 0) 9」…・26 ょ 。 
即 两 边 的 三 角 多 项 式 的 系数 是 相等 的 , 所 以 (7.1.7) 成 立 。 
由 第 六 童 知 道 , (7.1.1)(7.1.2) 就 是 
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kg WT 2 : BN Cm ol の 


の (テー1)N20 あー デ の の 0 
由 (⑦.1.2) 此 即 (7.1.6)。 
可 以 看 出 ， 这 样 记 定义 的 Cesiro (c ,a) 和 ， 当 = 趋 于 无 穷 
时, 即 为 第 六 章 中 的 Abel 和 :(cze) 核 志茂 方 Poisson 核 。 
如 果 当 立 趋 于 无 穷 时 ，(7.1.1) 及 《7.1.2) 的 极限 是 存在 的 , 那 
公称 xD 的 Fouxier 级 数 是 可 以 人 eye) 求 和 的 。 2 2 5 


5 7.2 Cesaro 核 的 半 定 正 性 


我 们 将 证 明 ( 王 世 坤 , 董 道 珍 [2]) 
定理 7.2.1 若 wr) 基 OCZ) 上 的 连续 函数 , Te SO(m)， 那 


么 它 的 Fourier 级 数 可 以 (eo) 求 和 于 它 自己 ,但 > テー る. 


为 此 ， 先 证 当 a > テー 时 ，Cesiro 核 是 "六 定 正 的 "、 


定理 7.2.2 《<,o) 核 KAT) 是 半 定 正 的 , 着 a > =, 即 


oa KID cM, 2 


这 里 M 只 与 a, a 有关， 而 与 NN 无关. 
证 当 ヵ ー 2%& 二 1! 时 ，Kw(T) 电 下 负 的 ， (22. D 显 然 成 
立 。 
当 ヶ ー2X 時 , を えー 1,(7.2.1) 是 显然 的 . 假设 (7. 2.1) 对 小 于 
的 自然 数 都 成 立 , 证 (7.2.1) 对 于 也 威 立 。 
由 于 当 闪 趋 于 无 穷 时 ，B8 不 趋 于 零 . 因此 ， 只 要 证 明 
1— 上 | IA@…eR9DR* 
ュー の > の 凍 
・ の X(Ccos6,。・-・。 cm な: ‘48, ーー (2.2) 
有 界 即 可 , 这 里 
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(9) 一 ーー mm > et) 


A% sin ーー .= i 
2 


取 8 二 将 积分 区 域 分 解 为 ， 


R,: 2 テテ ーッ ュ テ 9 テ 0 
R2: nt 
RE 下 六 四 之 = Oi => = 
Rin: zz 
记 (7.2.2) 的 积分 ,其 积分 区 域 在 Ri 上 者 为 1;, 于 是 。- 
1T— tt ln 
先 考 上 了 


五 一 全 
Rs 


・29.・ 26。 一 [| 3 の 2 ee 


すみ の 」ー 9 RD- 


2k-1 
2%(6)…・ の ( つ ) | eos8,,-- cas) 


・ Dcos8;,*** cos os9。) 29」・・・g6」 让 ied 


是 


・ II て cos@, 一 cos 昌 7 29,, 


由 于 ーー 
5 Mi . 
.TI (cos 一 es の アー TE (て 一 cos の ) — (1 — eos - 
i=2 i=2. 
一 > に 1 ー cos の CI 一 cos の 5) なー 
テト キー テ k ニ (一) 
» (1 一 cos の 7. _ 
这 里 CR 为 内 与 S137” "8k 有 关 的 绝对 常数 . 因此 ， 


了 < > - 1 1 @ cos の 。75・・ 
ィ ュ キー キテ k デ 人 ミー1) _ SpO バ 


“(1 cos の J4 lgA( の うー が の.) は 4 つ 
5826 の SOCEG8027 の DC が 90 lo os 
・ 1gA(6 う "26. 

取 上 式 右 边 的 任意 一 个 积分 , 记 作 


TDI 


上 GO ー eos Rly (8D CO 
DC Ss > Cos の ) 79・・g9。。 
由 于 ぁ テ 所 以 . 
l% の 1 = oO"191 "の. 


因此 ， | 
ューO 人 hw), 
. 


这 里 用 到 了 归纳 假定 .由于 


な ーー 2 2 えー 2 
> 0 を 2 メー1 
& 2 i a ( ぇ )。 


gg 二 ー・ エ ュー2( を 一 1)。 
所 以 


于 是 得 到 


ーー の (CV8)-2KーD+G ま - め ) ， 


7 一 OCCNG) FD Hk 2 
再考 歳 fn, 代替 R, 以 更 大 区 域 RE ~ (x 守之 8 - (x 之 9, 之 
8)・5 館 6 > 之 册 之 0. 将 (7.2.2) 的 积分 其 积分 区 域 在 
R# 上 者 , 仍 记 以 Pa， 于 是 


一 legC0) "oR(O Pt 


(の 


26,>"0 0 
の es の ーッ cos6 の 0294・ (lagC0s) 


,154. 


メ 
(cosb: — cos01) 40, ("jasCe:) [tr - 


= 
j=3 


[[Ccose。 — cos@.)729」. 
j=2 


- II 一 cos 一 (1 一 cos 0,)) ji (Cl 一 me の 
一 《1 一 cos 日) 六 一 > 0 — cos の) 


チョ キー キテ メー 
ロ (1 cos の ) ち - 上 (1 一 cos Ot, 
这 里 に な 壇上 只 号 有 关 的 绝对 常数 ， 而 . 
jG ~ eyrla(@ の Irgg (C1 — egos 


* lan(0,)|*-ig0, {| 《1 一 cosB)m 


> の aー テ の 20 
“(1 ー cos の klg%(@)…・o5(@)[t-* ' 
・ の 7( cos 5,・-・。 cos et)dB -dO = O [ Net2k-9 


-DDT 28， ee a8,. 


ND B26 一 OKCCV5)2- ~ Da の - 
这 里 用 到 了 归纳 假设 . 所 以 得 到 
一 O((M8)※ー Gt-Datat- - 
同样 可 得 
I; O((M8)7ーD(ー6GーDe+34ー カ キ 2) ) , i = 4, っ を っ ん 十 ] 。 
最 司 来 考 慮 7,. 


CL » *gS(9) | MID cos 9」。・・・。 


1, | 
gz テテ 6k0 


cos9 ょ )29・・g9。 < | -| Ia の の oeOe 


69 テー の kz0 
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6 
・ の X(cos の.」・・・。 cos 422 の ・ の 4 | lg(6.) | は 
3 
・ I Ce0s0, — cos9 ~ O(N Ne 
j=2 
・ IA@D14ga4-D 人 | laicon- oO) le? 


-es し ルコ トイ た 


・ の (ces の cos 9.)29』・・g9。) 


= O(a -ef ogC0) os 0 lt 


S26 26 20 
・ の 7(cos の.・・。cos9。)29・・-26。 ) 
由 归纳 候 设 , 上 式 右边 等 于 OCCVa)⑭- や ). 
总 结 起 来 


1 = OCCNG YN) 十 O((NS)-“Gt-Dtat-) ・・ < 
十 O((M8)-* の 4ーDe ) 


1 
取 5 一 全， 即 得 


i= 0(1)., 
这 就 证 明了 定理 7.2.2. 


4 7.3 Riesz 型 定理 的 证 明 


现在 来 证 定理 7.2.1. 
由 于 


1 SN 
jo KID 1 
及 (716) ,得 到 
の 一 x の の ー よ | er の ーzGD)kzCW う 」 


(7.3.1) 


SO(m) 


e 156'+ 


这 里 了 7) 表示 w7) 的 Fourier 级 数 的 (c, x) 和 ， 要 证 明 的 


是 ， 当 N 趋 于 无 穷 时 ，(7.3.1) 的 右边 趋 于 零 ， 以 下 仅 证 明 ” 一 2% 
的 情形 。* 为 奇数 的 情形 可 同样 证 明 。 (7.3.1) 的 右边 的 积分 分 成 
二 部 分 一 部 分 在 G 上 《6 的 定义 见 第 六 章 56.1)。 另 一 部 分 不 
在 G 上 。 先 考虑 在 G 上 的 那 部 分 ， 这 时 只 要 证 明 ， 当 和 趋 于 无 穷 
时 ， 
i a 本 3 一 2 
リー の | eee… っ go&@ の …e8C9OX 


ェ テ 9 つの ん 0 

* DX cos の 9,」。・・・) cosx299・・・26 ょ (2.3.2) 
赵 于 零 即 可 , 这 里 

pO 80 一 | CCPT) 一 w①)#。 


如 同 证 明定 理 7.2.2 一 样 , 将 积分 区 域 
> 
分 解 为 Ri> R23 Rit 
记 (7.3.2) 的 积分 ,其 积分 区 域 在 Ri 上 者 为 2i， 由 于 wT) 在 
SO( ヵ ) 上 连续 ,以 至 在 SO( ヵ ) 上 ,有 
lp(B,. LL, 


这 里 二 是 一 绝对 常数 , 选取 8 交 で 这 时 


lI9,| = [- : | |o%C0) -os (00) | 


(27 うた ・ テ 5 ア 9 
の (cos の , > cos 9 ょ )Z の 。・・ ・94 


= [os (C0.) 1 II 《cos 一 cos0) 


j=2 


”db 一 (2 | | 


这 里 1 即 为 定理 7.2.1 的 正明 中 的 六 .因此 ， 
Io。| OCCNG) hatat-2 


同样 可 证 
1O,! Pi OCCV8)7 ご りーGK-De キ 2%ー が 2 ) ， fj mm 3。・ ・・ ラ & 十 1. 


因此 
人 19 一 5 o(Cva)orecreronptrara)， 
最 后 考虑 の 。 
oo |) p00 oO) 0 


《2 2) B20 ONO 

・ の (cos9」。 -・・。cos9。) ae do 
由 于 kT) 在 SO( ぁ ) 上 和 连续， 对 任 给 的 ヵ 0， 可 选 8 充分 小 ， 
使 当 


时 ， 
jp ,0.)1 < 本。 
由 定理 72.1。 当 ォ テ ニー テ 时 ， 
1 


Lt IRO ば. 
で Jso(e) の 


以 至 对 任意 。 之 0， 可 选取 8, 充分 小 , 使 得 
[ol < s/2. 
选 定 了 8 8(g) 之 后 , 由 于 
akr 一 I) 一 (一 2) 盖 0。 
因此 , 可 以 选取 NN 充分 大 , 使 
19:| 十 -十 9 < ef2, 
于 是 对 于 任 给 的 8 >0。 有 
li <s. 
至 于 (7.3.1) 的 积分 ， 其 不 在 G 上 的 部 分 ， 可 赔 洋 处 理 ， 这 就 证 明 
本 定理 7.2.1. ーー 
从 定理 的 证 明 可 以 看 出 ，、 条 件 “n《TD) 在 SO( ヵ ) 上 连续 ”可 以 
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减 加 为 "u(T) 在 50(n) 上 有 界 可 积 "， 那 公 2) ①) 在 x(T) 连 
弓 的 那些 点 上 ， 当 六 趋 于 无 穷 时 还 是 趋 于 vCT)。 
定理 7.21 的 条件 “> 了 二 之 ， 当 = 一 2 时 ， 这 是 不 能 改进 


カ 


的 ,而 当 # 一 3 时 ， ーー ニ 。 容易 证 明 。 当 = > 0 時 定理 
还 是 成 立 的 , 当 ” > 4 时 ，o 还 能 否 改进 ? 这 是 个 问题 


$ 7.4 Fejer 水 和 

当 a 一 1 时 ，Cesare 求 和 便 是 Fejtr 求 和 ， 此 时 Fejtr 核 较 
之 一 般 的 《c, e) 核 有 着 更 简洁 的 形式 。 Riesz 型 定理 成 为 Fejér 
型 定理 : 若 *(T) 在 SO( ぅ 3) 上 连续 ,: 那么 它 的 Fourier 级 数 可 以 
Fejér 求 和 手記 自己 . 


Fejer 核 为 | 
> 好 ' jk 
SR TN 
1 PP 
Ka{T) = KET) = det | 2=2 6 
ut う xt ) Bw | | 1 ) 
ーー (2:41) 
这 里 ，  - 5 
a oS a 
> FitN-itD ] 
m Bl, = 1 “2=0 . 
:人 C -soft 二 1 咱 『 


当 2 二 2& 了 时,(7.4.1) 成 为 (除了 一 低 维 流 形 外 ) 
1 1 der7ー PN 


Bx (CV 十 1 det (I = むず) 


1 


に が 2 nm や a 
(W+1) 5 C 


det{ 7 一 TNHY1s- i 
det{1 —T) | 
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显然 Fagr 核 是 定 正 的 ， 因 此 ， 当 “>1 时 ， 所 有 的 (co) 
核 都 是 定 正 的 ， 当 然 利 用 Fejér 核 的 定 正 性 可 直接 证 明 Fejer 型 
定理 . 

Fejer 求 和 的 系数 为 


B= ontT) 


RE | 
N(m)ByC Jsots) 


NH In-t 
フー か 
=0 


< det 1 けし し ーー 
N+ 1 


¥ 
(7.4.3) 
而 Cf) 的 Fourier 级 数 的 Fejér 和 成 为 
Sr 
1 到 
EE | (WT)lder} 2 で 放 . 


57.5 系 数 的 具体 表 状 式 


本 节 计 算出 B。 和 Bx 的 具体 表达 式 ， 由 此 可 看 出 如 何 写 出 
一 般 的 B% 和 B% 的 和 具体 表达 式 . 
由 (7.4.3) 知 , 当 ぇ 一 2 时 ，B。N(m) 等 于 
2 だ ー* 


の だ TCT det(a; ia ck (7.5.1) 
x 


其 中 


cos (6)29。 


Gi; 


1 人 [1 一 ceosK + 1)91-! 
2 (は 一 cos6)*%ー-』 


当 ヵ 一 2& 填 1 時, gaV( み ) 等 于 


*169* 


ーー 23 de( ぁ ie。 .53.2 
BN Dn eit 0 


其 中 


Bi 工 [iー cos(N T+ 128] 
zx) (1— cos の 4ーm 


t 


记 (7.5:1) 的 行列 式 元 素 为 Bilfst 1s, )、 由 于 
1 下 (1 — cos (N + 1)9)*%* コ sin L040 一 0， 


le て 1 一 cos の )4 ゴ 
可 表 2 お 为 


sin + Ldn © 40, 
2 ， 2 


六 下 (1 — cesC+1)9)%ー 


18 
2 ァ 外 (ij 一 cos6)4ー ke 


此 即 


(一 2 x 《I ここ = erNtDe -e040 
2 上 《1 一 9) ペー ガ gDN Tj D8 
me im 
テー1 2xf 


这 里 rf 为 1s] 一 +， # 一 re ,0 之 + 之 1. 而 
て 1 = NT1 TD) 


DN 


二 うか (一 DXG& 一 2)!(4 を 4ー タ キー リ ! 
人 る 4 (44 一 2 一 の (4 一 7 一 Disiet 
・ s+DzーG4ーD が 7 オ な 


ーー | {1 = NT -2 y 


1 (1 一 2) GDN, -is 


于 是 


.NO 1 一 2 の の 
2 (4 一 ター1D( 和 一 2ー Dslet * 
トド ナコ | 


送 里 < 一 (2%ーDM 一 (WV 二 1 テキ チー ルー1。 G1,2, …・ 
.于 是 ，BmN《m》 等 于 


»161l" 


[CGR TMC) テー 2 
Rk ー 1(2 え 本 1) に (4 を 一 3)1 ByCM + 1)494- リ 
・det( と er jk (75.3) 
其 中 I 二 
a Di 一 2 一 + 十 ec)!. 
ーー りり 
1ー ま . 
式 中 eo 一 (2k 一 DN 一 (Ny 二 1sy 一 L172), 
记 《7.5.2) 中 行列 式 元 率 为 or (1 一 1 2 Kg) 类似 计 
算 可 得 . 


a CN の 1(ー 2 
> (4 一 ひ !51(4 一 2 の !e12 


这 里 e 二 2kNY 一 人 ・ り . 代 
人 (7.5.2) 式 ， 即 得 , 当 一 2 十 1 时 ,8B “Nm) 等 于 

C— DRC 
(2! えす 2 の! ry(4 え 一 2J1 BwCN-+ DAG- 


“det(diDiciiat 

《7.5.4》 
其 中 | 時 - 
4* 

i (一 157(4 を 一 1 一 十 と の ! 
中 之 Ck — Stslle オ ュー ジー 

这 里 ee 一 2kV 一 {(N 二 1s 一 lL 人 下 2 3 

如 果 我 们 约定 : 当 . 8@>4 时 ，- 一 0， 则 有 


(一 の ) の | 
当 一 2k 时 , 《7,5.3) 为 
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(4ー DN) FCM エエ )-4G4-D 
Te C4 一 3)1By 


ed 1 “kz 


に re と 本 a EE 
> ws 2 て 一 17 は 人 2 Ci EA 
FE コリ ば と ュー 

CH 了 ZL 


当 2 一 八 十 1 时 ,(7.5.4) 为 
GDNCATT WEN 
GD (221Bn 
3 CD ct CRC Ha. hs 4 に 0 


tak 和 * 


这 里 SI 0 DN 一 《N + 1)s, — ん 人 一 1 2 天)， 而 


de C7.5.5) 
a EY ‘Ce, 十 
ぇ ー 1). 学ん 
ur 一 1; 
A es det( gi ee; Gk (7.5.6) 
一 《4 ーー ュー AKA GR 二 ede (Cet kD 
当天 大 
gi = ls 
由 于 


C3R—1ie)le tr DQ—1+e) る ) 、 
RT 1lT 
(3 证 (3 を —1+ ete, + < —. Dle, +k ー 2) 
ーー[C2k 一 エキ ee パー RQ 一 エキ ee アー(& 寺 1 
(4 一 3 を 一 1 ユ 二 zO(ee キ えー D…( + 1) 
ー [4ー エ キキ ez の ー(2 一 2)77((2 を 一 ょ < 
一 (一 3 ECX 一 人 一 本]， 
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在 行列 式 (7.5.5) 可 化 简 为 
《2 一 1 十 exkD， 


a (2% 一 1 十 cz が 
“sy {2 一 I+t er)! 


・・ っ (2 ぇ 一 上 十 けい 


人 一 人 
C2 一] te), 


Fy > | 
( ア ご NCC 一 由 一 nN 十 1) 一 Mis 
0 に す と すず と イモ そう! a 
retW 1 エー CN エコ テー wp 
同样 , (7.5.6) 可 化 简 为 
1 


A 
I (Gー ュ ユー N+ 1)— ょ ーー) 


r=1 


2 12Y1 
ll (on ra ie 
Na 1 エー DV Dm tsー1— is 
"(N+ DD)— my. 
因而 有 pe 
定理 7.5.1 当 4 24 时 ，BwN(m》 等 于 


CA DY TI @-P 
[ドイ メイ どす で] 
(2 ーー 1)7(2 え 十 )!…・ (4k — 3)! JC 十 1)4GK こ り 


外 人 稚 一 2 
02 >) (— tt CR CM CE CEE 
=0 
共产 1 一 大 
了 ( ヵ 一 上 下 一 天) 


NOG — 1— + DD) — me 
{N+1)— me) 
当 n 一 下 十 1 时 ，BnN(m) 等 于 
1 3 1 
COD oe (rE Ni (CO + -(j+ 3) ) 
(2 の 1(2& 十 2 うに (4 を — 2)1BNCN + 1)4CKー リ 


ss CC ss CR 


人 Ui 
s > esa >， (一 DefaC4。 
カー0 Jk=0 
1 


x 1 -1 : 二 
II (ュー の キー ルー テ ) WCCa 三 1 ニー。)(V キ 1 
天 一 工 一 YY 二 1) 一 rt)， 
> 下) ， 


— 
这 里 Cr™ (an—1lN—(N+ Ds 一 Po 一 1:2: 
特別 当 し 一 《0， …, 0) 时 ，B, 一 1, N(m) = 1， 故 得 


款 75.1 当 ”一 2 时 ，Bw 等 于 
(QAR— DY TT Gー の 


[て さと ざま も 


(2 を 一 101(2% 二 1 う !…・44 ん 一 DLCV 十 が 


2 -2 2 トー タ 
< > Pe 了 >， (一 1 すす 


T= k= 

了 22 工 一 是 け と 2 の 1 
“CE CA CM CN 1 
(NF, ーー Nt DD); 


当 ぁ ー2& 二 1 je Bw 等 于 
("9 は) 


(GO は ラー テ 
・(4 2)1CN + aN 


cyt 十 2)!・・ 
3kー1 24—1 
a ・ > (一 1)5 + "+k CH.. "CR CR 内 CH 
し Ta 
& -1 
・ I (e- 1 一 (VM 1) 一 を 十 :一 二 ) 


(一 1 一 5OCV 二 I))， 
“4)。 


rf=1 
“VC 一 1 一 5DGV + 1D, 
— N+1)s—k+t ,t=1,2, 


这 里 ce, 一 (2 一 DN 
$7.6 用 Cesaro 平均 得 到 的 通 近 


设 T,wWw 为 so(ln) 中 二 上 省 T= Crii)iciicns We (を に マ 」 
*165 > 


于 是 TT, W 二 点 欧 氏 距离 (T。 9 的 平方 为 


lr — wa = ET — WO — WD 
= rr(27 WII). 
当 ヵ ー2% 時 ゆー CC 二 "十 C6; 当 ヶ ー2& 二 1 時, 


WT ~ で (9.) 十 :二 CC 十 1,C4(T,I7))? 就 是 - 


x 
2 > — cos の 」)。 
j=1 


设 w(T) 为 5S0(w) 上 连续 函数 ， 山 称 
wT,8)= max |u(T) 一 g(w)1 


dF HCE 
为 发 站 的 连续 模 , 若 
wr,8) 一 O(8 う 。 

则 称 (7) 满足 条件 , 记 作 
TELip ぁ 。 . 

可 以 完全 仿照 第 四 章 中 的 方法 ， 证 胡 一 条 胃 -Cesaro 平均 得 加 
的 過 近 定理 

定理 7.6.1 若 ur 是 放 本 so 上 的 连续 函数 ， 且 
au(TY) € Lip p (0 < 一 pP 扫 1 则 它 的 Fourier 级 数 的 (ca) 平均 的 
第 六 项 KT) 满足 

-G) 车 az 一 站 一 * 十 z>b， 则 
Ilz( サ 一 2 人 (TI = ON 
GD 若 eo 一 うう 一 し あー 州 
lu(T) 一 ZED = ON nN 
Gi) 若 gg 一 リー ぁ ァ エ 2 で ぁ 5 则 
、 le ワー SRD! = ON の の イコ )。 


・T66w 


第 八 章 旋转 群 上 的 Fourier 
级 数 的 部 分 和 
$ 81 Dirichlet 核 


着 z7) 是 定义 在 50(w) 上 的 可 积 困 数 ， TeESo(mm， 它 的 
Fourier 级 数 为 {6.1.12) 及 《6.1.14)， 记 ュー ze 十 ん えー 1。 …・。 


ん mks 则 


n= 2 (4 に な の に 7)。 A r= + 1 


に と 2 ルン ゴ す て 
(8.1.1) 
ssT) 一 2 rg( イ に Da TD 
ンー ジ ke0 ee NE 
+ By Bn» Cy 


た ナー] 
当 ヵ =2 ne 
称 为 s(T) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 
流下 要 定 出 它 的 Dirichlet 核 来 , 显然 
mE DD yea の かち 
a Nein 
送 里 ox7), 当 ヵ ー2& 十 1 時 。 由 《6.1.7) 给 出 ; 当 ぁ ーー2 ぇ 时 ， 
om(T) 一 o%( 站 十 o%(T), 尊大 肥 連 由 (6.1.4) 肥 (6..5) 番 出 , 
RE "之 mi 0; omCT) 由 (6.1.2) 给 出 ， 
“mlm 二 0， 
DT = 2D NN(m)onlT) C8.1.3) 
Nf ーー 
就 是 SO(n) 的 Fourier 级 数 的 Dirichlet 核 。 要 证 如 下 的 ( 效 异 
{61), 


*T67 ょ ・ 


定理 8.11 若 = 一 2 则 由 (8.1.3) 定 义 的 少 x ず ) 为 


det( dR 3 (0;) cict と ゴ 
Ch SN 
落 p 一 故 十 1， 则 
der(eB NO )) ,eject 
クー HOY < 0 


这 里 (⑥) 为 一 个 变数 的 Dirichlet 入 sin C + 3) の 4 sn 人 ， 


cx(8) = し Ba ' (8.i.6) 
sin 一 
2 
(8.1.4) 还 可 以 写成 
we det (dB Deis 
ZlT) BU {8.1.7) 
(8.1.5) 还 可 以 写成 
BI) ~ 一 (8.1.8) 
go | 证 一 EA > 2 
此 处 
ak ー (2 ー 2)1*・ 4121， 
2 
Bart Chl 一 3 + 


cps 2 Ppa) 再 (6.1.1) 定 义 ， (ps 2 pr) 由 (6.1.6) 定 义 ， 
先 来 证 明 一 个 恒等式 
引 再 81 若 5 ,上 为 满足 > 这 >>… 之 村 守 0 的 
整数 , py(17) 为 只 与 占有 关 的 函数 4 カー キュ > W 为 正 整数 ， 
us の 为 任意 实数 ， 出 


2, Ha ld | か | 


2g—¢ と 2aー み 
i ", 1 “i 
に と ゴル ナル や の コナ ベー Ot 
は "と eS, a 


"168 。 


(4), fh)» ies pt 
。 pil), p12)» “paili2) 


PE 


中 

det 多 ep(O cer 
z 

pC pC pt 


- (8.1.9) 
证 上 式 左边 等 于 
2 gw ) 
ん 【 a jk=0 (> MS 7 テ 


1 
而 det (> We 可 以 拆 成 起 个 行列 式 ， 每 个 为 


に さす 


| ぅ pC Re pC ) 
も,) 3 pt,) » “sy 1piti:,) 


し 


か 1) 3 CE | pk Ch 


的 形式 。 显然 除了 《ay 为 (1,2, 的 一 个 排 
列 外 , 其余 全 为 零 ， 所 以 


OS w( や の) 


ん ! An な = 
Wa et | 
等 于 > ーー > dec CD sass 而 这 就 是 
n= ik=0 
NN 
VY jai-p sn 
sa 2) Pi Liejake 


4 8.2 Dirichlet 核 的 证 明 


现在 来 证 明定 理 8.1.1. 

先 来 考虑 x 一 2% 十 1 的 情形 . 

Bm = Cm mA) 为 标记 的 不 可 约 表 示 的 特征 gs(T) 
为 《Murnaghan[1]) 


ーー すさ) 


这 里 一 C1, 2 は) りう ムー 十 ん ー 12 こう i 一 1 十 !, 
ーー wk， 而 (1 十 二 ) 由 (6.1.6) 所 定义 ,其 维 数 为 


N(m) = lim [m], 
B10 


| Ok=0 
紫 为 
b 0 rt 
ls 
1 1 
ee /《-3) か 
1。 な の I 
3 2 2 天 一 2 
a 
2 24 -2 
Ne 
D= » 


ma 


ore 


» i 十 EN 
于 是 Dirichlet 核 
BD BD we)Iz] 


NS 1K 
而 了 等 于 


< 170¢ 


9 
お > ls CC Sr sin 10,， | ‘sin 24 


mersetereeransn 和 se. 


N11> > lk weave 
13 一 了 了 
上 っ な > A | i 6 sin 9,, に か 1 sin 94 


9 等 于 


a tt 


ma 一 > 人 sin 04 

对 ?应 用 引 理 81.1， 取 4 一 2， 一 1, n= sin 76。 就 得 到 
2 sin ア 1 
= (や ma r0;) , 


i=0 
显然 ・ ・ 四 
3 ne = C1 em (ma 十 99) 
92"ー ュ 2 sin 9/2 


因 北 
天 -天 十 1 i 站 
已 一 《一 1) 2 det (See “ 
2.. 


»171* 


同样 可 得 
の (一 1 り 2 (信和 | i 


‘2 sin -一 - . 
2 


于 是 证 明了 7 一 2 十 1 的 情形 . 
再 来 考虑 x 一 2 的 情 形 . 
当 下 一 0 时 ,以 mm M19 0) 为 标签 的 不 可 约 
表示 的 特征 cm(T) 为 《Murnaghan[ 1]) 
[jp] 一 eCh, 1) 


7 一 1 に 1。0) 
这 里 了 一 (一 1 十 天 一 1 … の な ュー の に ュ 十 1。 
ムー 科 e〈)) 由 (6.1.1) 所 定义 ,表示 的 维 数 为 
が Cp) — lim [mJ 


Bk 
此 为 
二 
人 いら be (一 2 の > ーー (一 20 
Re | cS .(8.2.1) 
上 Rg | 所 ”总 


1， 0。 LT 0 

当 テ 0 時 以 ター(ou… mk) 为 标签 的 不 可 约 表示 
的 特征 为 o%(7) 及 叱 CT) ， 它们 分 别 为 《Mutnaghan[ 11) 

ed Ete) + OD} 
TT EE AT 
の この) 
を 一 1.0)” 
它们 的 维 数 均 为 VCp)。 由 《8.2.17 所 定义 。 
a 172。 


[ ぁ ]- 一 


于 是 Dirichist 核 
BAN= BD Nm] ~ 9 


Ma テラ ー ン ろり 


古 等 于 
1, Br i jc 人) 
1 。 和 > ci の J)。 本 は A く ゾラ 
トト フト ント リャ ee すま デー す すま すす すま 
9 1 2 > が づつ GR 人 (の) 
人 (XC— 1), っ (ルー サト 1c (の )。 ・… ッ ci (O02) 
rs (一 2) た ナス た たま ミナ ミズ ミミ 
- 上 1。 人 | 1 ci(@, うぅ “9》 cf Bt) 
11。 0。 “< 0 cAO), -> co) 


对 Ps 应 用 引 理 8.1.1, 取 a 一 2,5 一 2,pi(1) 一 cx9;)， 就 得 到 
den Be,(8, 起 


en" 
显然 , 当 ょ > 1 时 ， 
i ci( の 9) =2 や 3cos {0 一 《一 1 
mm( ダ オー)9 on 
sin 了 
みや の 
当 * テ 1 时 ， 
、 各 (N+ 这 9 
27(6) 一 2 c= = dn(0) 
z=¢ sin .一 
因此 ， 


IN 
Sd Et N+ >) 1Gi- の 
人 
sin 外 しい マロ エ ご < 
2 ーー 


同样 可 得 a 
: 1 5 
に sn を ーー 一 19.1 の ー う の 
je 
sir. 和 1 jak 


于 是 证 明了 当 ”= 一 2% 的 情形 . 


5 8.3 Fourier 级 数 的 部 分 和 


如 前 所 述 , 若 xCT) 为 SO( ヵ ) (TE SO(Cn)) 上 可 彼 豆 数 它 的 
Fouricr 级 数 (6.1.12) 肥 (6.1.14) 的 部 分 和 (8.1.1) 及 (8.1.2) 可 表 
为 


・・ 1 5 ここ 人 
md = | arro み sr が 。 GID 


这 里 x(T) 为 Dirichlet 核 , 当 5 为 奇 , 侦 数 时 , 分 别 由 (8.1.5) 
及 (8.1.4) 所 表示 , 有 了 Dirichler 核 , 就 不 难得 到 Fouriet 级 数 的 
政 施 判别 法 。 容 易 证 明 

引 理 &3.1 若 BCT) 为 50(n) 上 的 Fouries 级 数 的 Dirichlet 


被, 则 
1 ， 
jo DDT 一 1。 C8.3.2) 

这 可 由 不 可 约 表示 的 正 交 性 立刻 得 出 . 这 里 给 一 个 不 依赖 于 

群 表 示 的 证 明 . 


证 先 考虑 4 一 2% 十 1 的 情形 ， 由 (8.1.8) 及 《6.1.20), 得 到 
tf i (C+D* | 
了 BnDT (2 ぇ ーー 1)1:.. 3111rt 


で 
| ss | derCeQ (0;) Dicet 


n> Bk 


显然 上 式 右边 等 于 ” 
(も せり 07 
Gk DI | | k 2 ーー +) 
6 . ・ ぞ at の )c( の 3:)・ Dd 
而 这 又 等 于 
て 十 り * 


人 eS 3 


i 2(k+3 m+ ee 
(vt tameo + 
m+ Dot +2 
(rr ls era 


“= [9 SB 8 


Bk 
= det (ze (0; 7) eetd0!* ~ -004 一 工 . 


当 ”一 2 时 ,也 可 以 同样 考 志 。 要 注意 的 是 , 由 于 此 时 
1 


= DN DF = 一 一 2 | DulTIT, 
然后 对 G 再 进行 分 解 , 进行 讨论 ， 
任 一 了 eSO(⑫)。 可 表 妨 
Te Khat OR, Ke SO( ヵ )。 
取 Ki€ SO(n)， 使 a 
Ki(citest OK = ej et 
其 中 《ri 人 rg) 为 (1 2， 4 的 一 个 排列 . 令 
IT* KE (heh OER = HTH’, 


此 处 吾 一 天 KK ESOCz)， 作 


了 2 TT), 当 ゥ ぁ ー24 填 1 時 5 
«* (IT,) 一 Mi 
2 了 CR RiTO + uCP"P)), 当 ュ ー 24 时 ， 


而 TEG,K, 为 行列 式 等 于 一 1 的 某 一 固定 正 交 方 阵 . 
由 紧 致 群 积分 不 变性 


sy(T0) = = ie wu*(TIT) グチ) チ 。 


由 (8.32) 得 
oT) — CT = Ef TD — AAT) Pi. 
(8.3.3) 
记 


go い っ 9 の 9 ーー ニー| GT — «(TO)E. 


2 
DCE) 
由 ?的 定义 , 这 显然 是 6，-…' ,9 的 对 称 函 数 ， 易 知 ，〔〈8.3.3) 
可 表 为 

NG ド … gz. の ー…。 9)2r。 (83.4) 


此 处 


(+ = : 
Oe ツン "ご 
Co = 
1 
CR ni nN, 
i eile eR OD dn 


gz 一 当 ぅ ーー2% 十 1: 
(を 一 1 ュー ュ > 1。 0)28( の 」)ー・28 ま 2(6)29ー・29 ょ 
当 ょ 2X。 
考 虚 积分 
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co 人 a de, ydr， 
作 变 换 8, ~ 2x 一 @， 上 式 成 为 
el …- | gr [一 9 0， 9。)2r = = 


| la CK 0 ) Fe- KT 一 nT BN TI, 


| 
0 | 


ト - 14. 二 人 
0 … 
1 
だ (ci( 一 の) 圭二 うー 天 天 ci 十 cz 十 が "KK" 
= KKKTKKIK’, 
由 积分 不 变性 , 《8.3.4) 的 大 边 即 为 


2r 2x | 
2 | 2 | gr の っ の っ ーー・ ュ 64)gr。 (8.3.5) 


$ 84 Fourier 级 数 的 收效 定理 


先 考 虚 ぁ ヵ =24 十 1 的 情形 . 
若 TD) eC や が (0 で ぁ で 1)。 分 部 良 分 8.3.5)。 由 手 
gr(6 ** ,04) 为 局 期 函数 ， 就 得 到 
ee —* 
sn(To) 《To) CR Ilt 
”0.0 6 


・127・ 


* (AX ok の > ラッ 3)| ex(5,)・ ・e( の 4)29…・ “dO. (8.4.1) 


以 ae 记 积分 


(一 )* 位 人 Br a の は ) 
(这 二 1)1・・-311! Js 人 89*% gr,(0 04) 


EE, Ot ご こま し 2 きこ よ 
人 B60 次 iA 2 て 1 6 2 ) 
・ ep( の うー・cy(6 う 2 > 
人 一 1， 于 
是 


CD 一 uP = ヌ CO 3 (8.4.2) 


Vi 


首先 考虑 pis D9 *"" > ジル 有 一 个 b; 为 侦 数 的 情形 ， a 

8 Lk 2 8 

时 让 覃 少 有 因 于 中 
如 果 (9 の)e Lipp, (0<p<1) 时 ,. ny 
に 7(@) sin N848 = O (). 


i = 
トド le の le sz olg ゃ s la の le 」 
— o(lnN)， 

因此 ;由 CP) で や 推出 


到 
a 全 iR 


当 is D2 ”3 DR 均 敬 奇数 , 且 的” i RE 


時 。 
SD 
3 2 > ES 1 : ・31 11 xt :| 加 (0, 95 っ * 3 2 


DR (4 一 工 .3. +)) 
a 9 Ri の 4 


“EN C0) “ex(Q a0 ~ 2 
将 积分 区 匡 分 解 为 


"178 * 


に 人 @ 学 の ・ 50 に 0 _ 上 
R,: = 1 2 
MY 


キイ ルイ) 和 は 打 0, 0, 
iri = I;2, すす 


ant rv MP 


Rirs F000 6, 本 の ー 
记 产 为 


- (- り の * | a 
(2 — DY- "B11 lw EKO «* 0¢) FT 
2 キー1 ， 
人 さす) 
99, 0 全 二 > ey 
be ew( ひ ,)・ を ・ex( の DJ29・・ ・ の 9 . 
先 考 由 J， 由 于 9 之 如，9 94 > 0， 故 


lgr( の 。 の Me | きき 99. 


一 Of(6ln NWN). 
再 考虑 4, 由 王 。7(@) ey 则 


[の rv( の 29 ~ 7 の gr@)z9 + | eyeos (w + oe 


(ei) +o) - 0 
这 里 ww) 为 函数 f 的 连续 横 , 于 是 


ぇ ー ュ 
チュ 一 心 (a ~»). 
dN 


同样 可 得 : 
jn #2A 1 . 
: A IE -0( 南 } 


取 6 一 (NlatN) 丰 ， 则 


- ， 
at (Ge 
取 3 ~ (vin4M) 和 で T 。 则 


NL 
(に) 


如 果 my za 全 六 奇数 , 且 琶 少 有 二 不要 同 的 。 例 如 。 
ジジ 。 yj 此 时 
Sr ssp ent 


80% 60 2 2 
必用 因子 cos 全 一 cos 只 .由 此 可 得 
7 ーー 
。 。 G4 一 1 …*3111 基 
EAN 


“(1 — wm) - (ュー) 86) 


en(9.)・ en, )d8,・ ‘dO 


这 里 
が 91 3 1 
Or 8698 0 人 Ka 3 
一 (cos ー cos 人 pl, i, > 9 うぅ 
而 ”是 可 微 水 数 . 
总 结 起 来 得 到 


(CD) 
再考 慮 ぁ ヵ ー 2& 的 全 青 形 。《8.3.5) 就 是 


1 1 3w た x 2 
IM トー っ 9 


"180. 


・c 一 1。…・ ュ 1。 0)2s(6.)25(9) う 24-2(9)28,・g9。。 
者 xmectt tf0<p<1) 如 同 处 理 青 数 时 的 情形 一 
样 ， 分 部 积分 ,用 mg 记 积 分 
1 1 
2 ぇ 一 SN -4121 (2m)* 


J ( 站 Be Wi 00) (606 ーー Bk) 
we 一 1 0)d0 .ad0. 
当 ーー 至少 有 一 青 数 时 ， 


和 4—0 (EN, 


当 ジッ ドド と > Ds 均 旋 偶数 , 且 m0 时, 


否则 ，z，。:……, v4 至 少 有 两 个 相同 , 例如 一 js 于 是 


の Si: 
Ge og (天 1。 …・) 1。 0) 


必 食 有 因子 cos6:・・ cos8;， 因 而 


int MN 
了 ーO a, 


综合 以 上 所 述 , 我 们 有 ( 王 世 坤 、 蔓 道 珍 [1]) 

定理 8.4.1 若 x(T) 是 在 SO(n) 上 定 駐 的 困 数, Té SO(n)， 
当 ぁ 2% 十 1 時 , (7OEC や や 。 当 #2 = 2k 时 ,wu(7T) € CKD 
(グー 0): 則 MT) 的 Fourier 级 数 (6.1.12) 及 (6.1.14) 収 敬 。 若 
sw( ず ) 为 由 C8.1.1) 及 (8.1.2) 所 定义 的 部 分 和 , 则 


[syCT) —u(T)| Se 4max (2 小 ln*~ ey), 
这 里 4 为 绝对 常数 ， 


5 85 Fourier 级 数 的 绝对 收效 
若 u(T) 是 $O( ヵ ) 上 可 积 承 数 ， 其 Fourier 级 数 为 (6.1.12) 及 


”181 = 


(6.1,14), Se 级 数 .. 
ーー 3 MPE ly%71 


站 总; 而 当 一 2k 时 ， 级 数 
> PP only Sie 


> md 7 ュー し ンー ンチ | 
收 襄 ; 则 称 Cr) 的 Pa 级 数 绝对 收 旺 。 
下 面 按 奇偶 情形 分 别 讨论 ， 


1 当 z 一 2 十 1 了 时, 则 


9 ー md ド (se DeCDenCGDenK 


所 以 


cdo42) = PCD 


。 と * 


本 [GrKOxCKDzarD 好 。 3 
记 : 
gr) 一 も «(TK)u(K)K, 
(8,, -而 gE, 
が 0 ーー る 4(9。 > Se が 
3 人 ご 


A! (Cr 
ae (1,2, … ら お 的 记 有 排列 ,由 积分 不 变性 ， r( イ プッ イ と ) 
ーー テキ (mn) 


| が @。… 9 


‘GQ PT do Bk 


a メー …・ あさ) 29.・・ 200 sD 


将 ww(T7 的 信 代 入 (8.5.1), 就 得 到 。 rC24。45) 等 于 


(一 り DAMCg) 1 | に 2 
3 3 Cc cor 9 | (9,。 っ 9 の 用 


182 。 


: si 人， + +) Oe (Cu + 二 ) 81d01- "dOr, (8.5.2) 


这 里 。 
互 (9。…・。6) A (ーー ちっち) 
(8.5.3) 
考 虚 分 
| 
. (8， … っ 9 [n(n + TR 
ra sin (I 十 Ls 26…・29 ょ 。 (8.5.4) 
显然 a 
or 0 ー っ 9 ) 
Cr elt 


含有 因子 sin: 或 sin (1+ 8:， 否 则 必 有 因子 


cos に ct ls 十 +) g, ー テ {cos 18; 十 cos (Cl 十 1)9)。 


分 部 积分 (8.5.4), 可 得 
天 全 (—D* に 4 fF Oe っ 69) 


{2 ey (i (ut Do 


8 86， 8 ” B08 
a + +)% ja a0 (8.5.5) 
所 以 
hs と の た すく つり 所 rT デ ) 


*・T83* 


人 


Ir 1 


89。 \88 °° " | 
.FT(6,，. 60jeos( r+ tk+ es 
~ 0, ds 

向 样 可 得 


(8.5.6) 


a 
C 。\(2% 一 1!…・31117 下 2 

人 の {2 .. _8 »(- RE を 

ll la, 9 a9° 868" 

1 1 

H(0,, 90} eos( 十 +) 9…eos( 十 >) 4 の ・・g9。 
tA ルト 
ー(ー り テー【 


Ds C3) ee 
に や 


tr(AnAn Nm) ~ ( 


Cl ] 
op es 2 Ns 
Lk lire 了 イト マコ お な キリ 二 
Ts cs 外， (8.5.7) 
其 中 Ca 为 


8 8 12 の いや Sit, + + 
Py うう H(0,,*** ,8 EF 
(3 99。 5( 89% ) ( DIC 8 

的 多重 Fourier 级 数 的 系数 ， 于 是 


> Nm) ul dmd)| < お 


Nad 


Ie A B 
キュ テロ ニース アー( ツ マオ) 


(8.5.8) 
其 中 お, 为 绝对 常数 。 . 


2. 当 n 一 2k 时 ， 如 癌 奇数 时 一 样 ， 可 得 
tr CBB ey Ny ピ 
Te 一 1。 


AT(9」。・ 0 >9 う 
《2 xt ォ ら 9 ンー の ko0 


"1。 0)d0 + -404 
s184* 


(8.5.9) 


把 cx(T) 代入 (8.5.9), 可 得 
= Cm i i LL i 
(BB) 一 i G0 
・(cos 9・・・cos 8, — sin ーー・sin 626・・・29。。 


寺 处 
HC 3504) = (の j。 Oi) c( を えー 1,..*,1,0)., (8.5.10) 
同样 可 得 
2 


3 NR ジウ ーーー ーー ーー 
Nm) tt DB の Gs ュ ぇ ー 2)1・ ーー {2 ァ )* 


3m "x の 2 
| | (p(s 部 i) (9 っ 991 
の ( cos 9・・ "Cos zk ーー 1 sin Di - 和 sin 4 の 49。・ 了 994 


SS as 3 は je (3 Ct Et ik 


De +…), 


4 hs Ei "mm i dt 
9 
其 中 1 ズ TCR! 为 (2( 8893 “9 003 ) 五 (Bi ， 94) 的 多重 


Fourier 级 数 的 系数 、 当 对 为 偶数 时 ， 上 式 终止 于 
ナコ キー・ 十 ns ドー ル う 


面 当 を 奇数 時 。 它 终止 于 ej: 因而 同样 可 得 
95 Nm) BoB)| < 8, > ab 


テロ ンー ジス つり Wa ラージ ウー 
{8.5.11) 


此 处 B, 为 绝对 常数 , 同样 可 以 有 gr(4。4。) 的 项 . 
。 设 f(91, 84). 为 在 0 志 01,…',84 筷 2x 中 定义 的 连续 
函数 , 定义 连续 模 、 积分 模 及 Lipschitz 条 件 ( 如 第 三 章 $3.6). 于 
是 有 ( 王 证 坤 、 董 道 珍 [11) 

定理 8.5.1 若 x(T) 是 SO(Cz) 上 可 积 函 数 ， PE SO(n)， 当 
2 十 1 肝 ，w(1'” Ec 及 


>» 185. 


(の の 4 , B67) 


C8 OS “> (8.5.12) 


i 当 = 时 ，x(P ee 用 


に (大 "る 5) HO 996re の の >e シ っ 


(8.5.13) 
这 里 五 由 (8.5.10) 所 定义 ; 则 Fourisr 级 数 (6.1.14) 及 《5.1.12) 绝 
对 收敛 . 
证 当 ヵ ー2 ぇ 十 1 时 ,由 Schwartz 不等式 


Cs) ん 


や | 


mm 


Wm) tld < 


<| る トー] 二 |， 
当 (8.5.12) 満 足 時 C8. 5. 5) 的 右 册 是 收 全 的 、 (Musiclak {1 ])、 因 
而 定理 得 证 。 
当 ぁ ーー24 了 时， 由 (8.5.13) 及 (8.5.11)， 疗 样 可 以 证 明定 理 成 
立 、 


mm 


§ 8.6 附注 


对 于 SO( ぁ ) 上 的 一 些 结果 , 可 以 将 * 为 奇偶 的 情形 用 统一 的 
符号 加 以 表示 , 若 2 当 * 为 偶数 时 ; ぁ A 1,， 当 # 为 
奇数 时 ， 令 

(ね > A = Ch DC, ・ . お 


DD 为 Yamdermonds 行列 式 , ぇ 一 - [2]. 可 将 Gs Ka っ 44) 简 


*・185* 


ak nl 


写 为 CK. 
于 是 50( ヵ ) 的 体 息 元素 可以 号 成 


tt キー ラー 
ei| 6. (2 in, 2 


太一 2 


以 m 一 (my … っ の) 为 蒜 签 的 表示 的 维 数 为 
{1]-! 
ーー ァ ー 2k 
(zs— 2)1Cn 一 Cr — 2 c+ 一 
Dirichlet 核 可 以 统一 地 写 为 
2*ー4ー (: a に (rt sin (NA 
* ag ES いで ーー 


sin sin 一 一 
NN 一 


2 
94 


GDC (Zisin- 2 2 
收 伍 定理 成 为 ; 着 x(TJe cl ヤセ ,0<p <1, 则 
wu《T) 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 sw(T) 收效 于 它 自己 。 


绝对 收 敏 定理 成 为 : 若 x(T)€ CiEj[-5 Jreso(o)， 肝 


9 8 ip(2。 a 
@( HC らら り の 4) € LiB(2。 > マー ーッ 
Doe Boe eM 


则 xD) 的 Fourier 级 数 绝 对 收效 . 

证 琢 过 程 也 可 以 用 绕 一 的 表达 式 来 进行 ， 

象 第 三 章 一 样 ， 如 果 用 另外 一 些 多 重 Fourier 级 数 的 绝对 下 
敏 定理 ， 例如 Zygmund 定理 。Szasz 定理 等 的 推广 形式 ,可 以 获 
得 旋转 群 上 的 Fourier 级 数 的 绝对 收敛 的 相应 的 定理 ， 
结合 第 九 章 及 Chandrasekharan-Minakshisundaran [1] 第 九 章 
可 以 得 到 有 关 Fourier 级 数 的 球 求 和 的 绝对 收敛 的 结果 。 


weT8Z グ ェ ュ 


第 九 章 “旋转 群 上 的 Fourier 级 数 


§ 9.1 Fourier 级 数 的 球 求 和 


如 同 在 丁 群 时 的 情形 一 样 ， 也 可 以 考虑 旋转 群 上 的 Fourier 
级 数 的 球 求 和 , 并 且 可 以 证 明 其 禄 应 的 定理 。 也 就 是 我 们 可 以 证 
上 明 。 如 果 函 数 «《T) 在 SO(z) 上 连续 、 那 么 它 的 Fourier 级 数 可 以 
Abel。 Gauss-Sommerfeld 或 8 次 Riesz 求 和 于 它 自己 ;但 
> 呈 mSO( ヵ ぁ ) 一 1 
2 


当然 这 里 所 说 的 求 和 全 是 指 球 求 种， 这 就 是 本 章 的 内 容 、 所 用 的 

方法 与 第 五 章 相 同 ,本章 内 容 取 自 王 世 惠 、 董 道 珍 [3]. 
我 们 知道 ，50(x) 上 可 积 函 数 x(T); 其 Fourier 级 数 ， 当 

ァ ー 2 ん 十 1 対 久 


Nim} 
> 9 PHT). (C9.1.1) 


Mim i f 
当 的 人 (my 
Do + > D(a 8T) + 2343CT))， 
MR mk 一 0 EF in Fk iof 
(9.1.2) 
这 里 の 9 の 9> の ap の 的 定义 见 第 六 章 的 46.1 “的 《6.1.10)， 
(6.1.11), (6.1.13) 等 。 
所 谓 考 虑 球 求 和 、 就 是 把 Fourier 级 数 (9.1.1) 及 C9.1 っ ) 考 責 


为 
の NCmy 
7 wx) 当 ッ ー24 す 1 時 
3 二 0 mp | [2 
(アト ーー する a (9.1 .3) 


*I88* 


5 Ntm) 
や 99K の 
し に 3 明和 を し 3 コ ) ia 六 
t+ =g 
十 NCOn) 
3 CanpatT) + ESPIT)) ) (9.1.1) 
すす 仁子 
设 wp( 乡 是 定义 在 0 委 :<oo 上 的 一 个 固定 函数 ,满足 
(0) 一 1。 所谓 孝 虑 某 一 种 球 求 和 ， 万 是 若 虑 基 一 种 平均 - 


1， 当 w= 二 2% 十 1 了 时 为 


こ pn NC) 
る * () Dai TD, (9.13 
ャ マー ロ = me の えみ 7 

(tla か 

2、 当 ぁ 2 を 時 


= Ntm} 
Sel) 5 eon) 
$=0 ye お す 
は ーー9 


十 2) (の } 
LD 2) (agpilT) + な re) (9.1.6) 


ポキ ーー る 让 
其 中 
ゅ (の = pl /pV 9 wyR)。 (9.1.7) 


12 3 


= 、 (92.1.8) 
2 ォ メー 
(2 DC 1) 。 当 ョ ー24 
车 当 呈 一 % 时 ,《9.1.5)(9,1.6) 极 限 存在 , 则 称 xD 的 Fourier 级 
数 可 以 按 里 球 求 和 于 它 的 极限 值 . 


还 是 与 第 五 章 一 样 , 在 这 一 章 中 具体 的 考虑 如 下 几 个 ゅ ⑦)。 
(1) ゅ (6) ニー で 这 是 Abel 求 和 ; 
(2) gf = ee,。 这 是 Gauss-Sommerfeld 求 和 ; 


(3) qs) -{ Se 1， 这 是 5 次 Riesz 求 和 。 


$9.2 积分 表达 式 


记 (C9.1.5) 及 (C9.1.6) 为 講ず) 这 可 以 写成 
1 Va i 
の | uCKT) 和 の (A) N(m)anK(K). (9.2.1) 
这 里 吉 表 示 标 签 ぁ ヵ 」 学 ーー 守 m4 守 0， 而 当 # 一 24k, 标签 之 
be 宇 mi 这 0 时 ， 
an(T) = o&(T) + oT). 
而 


RSE 


圭二 > 当 z= 2 
引 理 9.2.1 若 ぁ 〈⑫ 满足 
(1) 在 每 个 有 限 区 闻 上 绝对 连续 ; (9.2.2) 
(2) し le の Oz a < cos (9.2.3) 


则 对 任意 实数 ーー, pi 有 
> > 4 (4) 2 et tt 


0 ga キキ ー ナ (kp 


一 R | ge の ee みな. (9.2.4) 


这 里 中 由 (9.1.7) 给 出 ， 
kT 3 コテ 
lp (二 | | | gO,, > の) 
et Ot kt db + “dO hs (9.2.5) 
ge 一 ーー1 gC + ts > 94 + tm) do (9.2.6) 
a 可 


*159 < 


HR; (IR) レー1 _ GR し の メー2 (rtR)adn, (9.2 .7) 
Fr 
2 
而 g(@」。 いい 9) 为 定义 在 0 < 中 ， A 2 上 的 可 积 局 期 
員数 , Jals) 是 第 一 类 Bessel 因数 。 っ g: 7 本 や し = 1, a 
め 基 球面 和 等 27 了 ( そ ). 
引 理 当 0 时 ， 妈 为 S. Bochner [1] 公式 。 
对 于 一 般 情 形 , 可 由 S. Bochner 公式 的 证 明 推 击 . 
由 于 任 一 PESO(KCn)， 可 以 表 为 
cos9.。 sin0, 
T= Kteat )K, cm IS) Cag 
rR > 0 > 0. 
当 ぁ 一 2% 十 1 时 , 直 和 终止 于 cx 十 1;KE S50(w); 而 当 2 一 2 
時 直 和 终止 于 ck>K 6 SO( ぅ ). 
记 


G(s) he (8・ ・ ち りう" スパ の (8 "すう ける 月 (és 1 きり の 。 
(9.2.8) 


应 用 华罗庚 给 出 的 代数 方法 ( 见 第 一 章 $1.9), 可 以 得 到 
引 理 9.2.2 恒等式 


DY rrMCw)o。(TDG。 (2 sn 久 .21 sin 和 
mpg 2 2 


2"—k~t 


.9 _, 8 . 2 
GG, に nt et 和 ao (の うみ (6 か …・pr(9 の ) 


(9.2.9) 


2(1 一 ヶ )cos と 


2 当 
な (9) ーー ] 1 一 2 cos 時 RE Rd 
1ー だ 
一 一 一 一 一 一 十 1，。 兰 = 2 
1 一 27 cos ひ 9 十 ? 和 を 
井 是 容易 正明 


CC 2isin 会) ーー 
gi 。。 9。 
Gar [2isin 一 :221sin 下 | 一 ec 人 (一 1 1:0)。 
2 2 3 
以 g(⑨9) 中 (9.2.9) 的 右端 , 9 = (8,, SS 


FC, R,T) = le 


mz0 


) imaN (maT), 


则 有 : 
引 理 9.2.3 等 式 
Flr, R,T) 


i し ーー ee の Ce) み (9.2.10) 


Gu(2isan の ご ) 
2 2 


成立 , 但 e〈⑦ 必须 满足 (9.2,2), (9.2.3). 
证 1) 当 ヵ ーー2& エ 1 时 ,在 (9.2. 和 中 取 ーー・ デ k 一 


二， 并 把 (9) 代 人 《9.2.5), 则 有 
・ WE Wh , {2 コキ 
gpsg 2 * MC あぁ り (>) 「 ュー・ | s ( 并 十 っ 


+ rt port tpt hongo,. ・99。。 
2 


代入 (9.2.4) 諾 端 , 得 到 (9.2.4) 左 端 为 | 
2 中 (vV a /R) >) Pa CCm 


Tk ワッ ーッ ビュ 
= の ror a 


= 192 + 


A 他 (g 1 + ) 
[と ss 下 
全 9 0 A 2” 28 2 


eit Ot 。 ee お wa キー すま yk の ・ ー の 4 


- NIR BD NG) 


[DE Pe Holl 0 
OM 
(4 ey 二 > っ uk ニー 
1 
“2tc0s (+ ラリ (@, 一 9 


cos( 十 +) (9, 一 pr) dO *d8 


の $I DD ri ye の Gt 


ke 一 ガッ > な っ 0 
.fs 、 Br で は sin (1 + t+) て 
2 0 
は 1 
sin (i 十 a ・2 パ cos lg + 二 je 一 9D 


cos( 1 十 KO dD; dB 


= 习 eTIR NCm) 


EP] 
1 1 
1 十 -一 -十 i). 
[ 1 の 9 2 


由 引 理 9.2.1。 (9.2.10) 成 立 . | 

(2》 当 #2 一 2% 時, 用 同 法 可 证 , 从 赂 ， 

由 ge? 的 定 叉 (9.2.6)。 (9.2.10) 又 可 涛 为 
R 


A 
Ga Zi sin ブッ っ am es 
* | | gt + HtR)do das, 
站 ト 」 


还 可 表 为 (9.2.11) 
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R 
Gu 人 (2 in , in 从) 
に le 人 re 十 DD) Eas, (9.2.12) 
这 里 6 一 (062 005 テー (> の っ を m (ちっ ちり > の 一 
gg gg 由 引 理 9.2.2， (9.2.12) 即 为 


2 を tv R 


gー2)1gー し ゆー 2A)! G6, (2isin 2 gin a 


CE GG 
・ あ (の + ED pC 十 so) TE dE, (9.2.13) 


FE 
显然 


(と) (z(@, + §.).- ・ み (@4 十 £4)) 


ー GB) C0, + DO + $0) 
若 当 0 < 和 sn 一 2 时 ， 
Ou ,Ox HEIR) 
9&h os IT 
对 (9.2.13) 进 行 分 部 积分 , 得 到 
25-k-1 、 
，， 8, ，。 日 
4ー21(2ー の ドー の ゆー2 ね 1 Go (zin ees sn) 


一 0。 (9.2.14) 
だ] 


ト … ド pr + Dp + ED 


(i ... ;0 YBIE) 
e( dE i * | [sl の 。 (9.2.15) 


ー 
gr か) > の (Dr 


SO(s) ms 


1 
Cr, 7) で で | 


ea 194 。 


・M(zOo。( だ ) だ 。 
若 w*CKT) 如 第 八 章 $8.3 中 那样 给 出 , 则 


L200 Be ut (KI)F(r, R,K)K, 


记 
wm 一 9.。・・ ュ ー6。) 一 i 上 u*CKT)S. {9.2.16) 
则 gr 显然 为 91,…… 1 的 対称 員数, 于 是 
Cr Tr) = 五 PE し < 人 prl—0F (rr, R,K) 
テス ルス の pe 
-| 1 けい プッ ーー , 2i sin の ee 29.・ (9.2.17) 
下 面 证 明 


定理 9.2.1 设 wx(T) 在 SO(x) 上 可 积 , ゅ tC?) 满足 (9.2.2)， 
(9.2.3), (9.2.14), 那么 它 的 Fourier 级 数 按 9 的 球 平均 式 (T) 可 
以 表 为 

R 電 
(2 — 2)1( な 一 4)・ バ (z ーー 24 う 1 を ルー ュ = ンー クー 


(EG (2isin 3)(e( ーー (9.2.18) 


这 里 G, 册 (9.2.8) 定 义 ; pr 由 (9.2.16) 定 义 , 而 24 sn 去 表示 


2isin る いこ » 2 が sin&& 
(ins 2). 


《9.2.18) 还 可 表 为 E 
ーー の a わい — Zk)1 rde. C9.2.19) 
这 里 
Aa | we(2r sin 2 


(ee a 


证 把 (9.2.15) 代 入 (39.2.17), 由 Fabini 定理 。 可 得 : :r， 7 の) 


攻 电 
等 本 (一 1 うわ がけ DR 


(a te 本 4)1・ バ ヵ ー 2 の ! eo 
CO 
| DO + EL) 


と ゴリ レン は ン ゴ ゴリ だ コリ 


ED 日 
* Ga (2isin tt, + ,27 sin 9 ) a6. 
在 上 面积 分 中 将 6 次 序 进行 各 种 可 能 的 排列 、 并 相应 排列 5 
之 后 ， 则 有 : 或 (r, 了 》 等 于 
(一 TDR 
(一 2)1 (ーー4) 2 es-a 
a : Hs (lS|R) 
i | (ei( Be ば は つ )- 
Gt Dp Or + Si) br(—0) 


rt 


= Go (2isin 2“, ーッ 2fsin 26. 


念 ヶ っ 1, 四 Lebesgue 从 属 定理 及 多 个 变数 的 Abel 定理 。 得 到 
《9.2.18) 成 立 。 但 当 4 为 侦 数 时 , 证 明 中 要 用 到 条 件 (9.2.14). 

作 变 换 呈 王 困ら っ 大王 力 p 这 里 家 干 "…* 十 纹 一 1， 
计算 变换 的 Jacobian， 即 得 (9.2.19)。 


$S9.3 Riesz 平均 
所 谓 5 次 Riesz 求 和 ,就 是 芳 感 平均 (9.1.5);(9.1.6) 当 取 


の (1 + の 9 当 0 所 2 之 1; 
PY | 当 1 5 
時 , っ oo 的 情 形 . 


显然 , FC) 満足 条件 (9.2.2), 当 a> ネー ユエ 1 時 。 満足 条件 
(9.23). 而 
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8 一 条 41 _s 
2 T(5 士 1) 
(IIA) 9 (ュー 薦 ) mr 
2 
及)。 (9.3.1) 
不 难 证 明 ( 参 阅 第 五 章 )(9.2.14) 成 立 。 因 此 , 由 定 理 9.2.1。 立 得 
SO( ぁ ヵ ) 上 可 积 函数 的 3 次 Ricsz 平均 的 积分 表达 式 。 当 


oz 


时 ,可 以 写成 
2s-4T(B 十 1) Ra 一 


一 
人 
* Yr) G, (2isn £) (ec, (: の Vass CIELR) ) 46， 


(9.3.2) 
还 可 以 写成 (9.2.19), 但 hr) 为 


25-4T( + DR 
2 者 | rim 
* G, (2isin 所 ] (6, G | Vs ER の 33) 


《一 上 
根据 Bessel 函数 性 质 , 有 
ーー Vors CIS1R) 一 Ri Vtg 《| 二 |R73 
Vs (EIR) 一 一 RE Vos 
B53 2+! » 4214 
"CIEIR) + 3R’ &;, Vo 


ea 


PEER 
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ea ア CIEIR) 一 一 RD 二 其 -: 
68 ば た も る す 81 Vs CL 


- (ITR) + A RE BR Vy (II) 
+ ARS RE Vo rar CSIR); 
这 里 45 = A 一 21 1 十 4 A 一 1， 当 m 志 1 时 ， 
4% 一 0， 由 行列 式 性 质 , 知道 
en (iP) Vong CEIR) 
CDN RNG «Vsgre CETR), 
同样 ， 
G(s) vg (Ip) 
一 RD RHAIGE) Vyas (EIR), 
因此 ， 
Gi) CE1R) 
(一 
有 了 《9.3.4)。(9.3.3) 可 以 表 为 
rs 十 1) Ref ー %) 


ロー た) 
i 


人 rp-aro CR) | wr(g) 6。 (2 sin 一 Nc, Gd. 
(9.3.5) 
于 是 , 可 以 证 明 
定理 9.3.1 着 n(T) 在 SO) 上 连续 ， 那 么 它 的 Fourier 级 
数 可 以 8 次 Riesz 求 和 于 它 自己 ,但 8 > テ ("Ca = 1 
先 证 
引 理 9.3.1 设 pC) 満足 (9.2.2), (9.2.3) 和 (9.2.14), 那么 当 
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Rg 時 
(一 2 一 4 うい (メー 2R)! ks 
G, (2isin 三) (6, (を) ag 全 


> EE 
(9.3.6) 


这 里 gp 由 《9.1.8) 所 定义 。 
证 当 = 一 2 十 1 时 ， 


za (ra 所 ) デー sk 一 っ 3 テッ +). 
由 于 已 满足 (9.2.14)， 洗 (9.3.6) 左 边 的 积分 分 部 积分 中 次 ， 
《9.3.6) 的 左边 等 于 
| el 
9 sin (4 = + a in) ER 
这 还 可 写成 
(一 ) 2tR 
(2 を 一 うに …3111e4ー ュ 
8 (4 G, (am C = 工 ) £0 em (9.3.7) 
但 是 
HCS 
:人 (es -co 
、 (2 を 一 31 
2* 


人 cm)a 


COS — っ ) fh" * "Cos テ tk 
及 (参阅 S. Bochner [1])， 
Va (Va 


] 1 1 
= GD | 6 一 3) ・ に "COS 2 tnidons 
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所 以 (9.3.7) 等 于 
gr( そ 2 1 ras( ソ の HR) ds. (93.8) 
而 9.3.8) 等 于 1 、《 参 内 Bochner [11). 
对 于 a 一 2& 的 情形 , 可 以 同样 证 明 ， 
现在 来 证 明定 理 9.3.1， 
由 引 理 93.1 肥 (9.3.5)。 当 8 > コ 人 1):= 1) 时 


u《T) 的 Fourier 级 数 的 38 次 Riesz sr) 与 (7 之 差 即 
ss(T) 一 2 等 于 


llr 一 2)1(2 一 の 7 ーー 2k)! ) な rg (9.3.9) 


这 里 な (の 等 于 
pa 
2 ra 十 DR nit p 
和 時 すま AnーK(K+ り 
x (ユー 人 


* GR) | trlm)G, ( nc, Ca。 (93.10) 


の — っ [Gu 一 wm) 


把 (33.9) 的 积分 分 成 三 都 分 , 即 &&T) 一 wx(T) 等 于 
oe 
RiG 一 2 一 人 1 一 (一 2 人 1 (， Yh 上 9 |) 
二 
这 里 * 为 大 于 三 的 一 个 固定 常数 . 
先 考虑 Ts 作 変 換 Rr om ws 于 是 
R 
(ーー (ーー! 


= 


w200 = 


由 华罗庚 的 一 条 定理 (华罗庚 [1])， 易 知 


.tn a ー ル 7 十 &( え 十 り 
sea 器 2G ttt (9.3.11) 
由 于 で) 在 SO(z) 上 连续 ; 所 以 
(0 所) ー o(1). (9.3.12) 
因此 ， 了 ー o(1). 
再 来 考虑 1， 这 时 去 Sr Sr。 令 


(の 一 | は つの ACN prim) GaN) Go 


. (2isin 所 jdo (9.3.13) 
2 


作 交 的 tw 一: 由 《9.3.11), (9.3.12) 则 有 


2 の ーO re の er の e。 (2isin em dn 】 
rE ] 
= 0 (2k RR) (9.3.14) 
当 上 一 0 时 , 因此 有 


F 5 as 
[5 一 O (PR 9 に Ves kA RAAT) ; 
に 


由 Beosel 函数 的 性 原 (参阅 .Chandrasekharan-Minakshisundaran [1]) 
及 (9.3.14)。 


ーー よー ル Ag ・ー ュ 
In| = | (RD ター ラー え A ク を 二 1 # み の ) 


") 
ュ / 
x 

ー6k ョ ーー を ー ユ ー6 一 寿一 km 十 k(k す ロー ま 
定 of 人 9 て ター すす pn 。 +A すす : 


z 
和 
3 


rt 
工 
に 3 


ピコ 太一 i 4 be TR バ ーー 
-of 6 す よ ロー ルー し 8 Xt 二 C4) 


»201: 


1 了 1 ュー ん 1 5 
X 因 3> 过 (全 一 D 一 1) = 如 一 已 一 条 一 下， 所 以 


7 = 1) 
最 后 , 考慮 ヵ , 如 同 1 时 一 样 , 只 是 此 时 
(の 一 Oltt")， 当 :一 oo 时 。 
于 是 
1, 一 OCR EC D9 


这 就 证 明了 定理 9.3.1、 由 于 处 理 rs 的 辻 程 中 并 未 用 到 wx{T) 的 
性 质 , 因此、 定义 在 SO(z) 上 的 可 积 函 数 x(T) 的 Fourier 级 数 
的 8 次 Riesz 求 和 是 局 部 性 质 , 但 
1 /1 “CC 
> > は n(n 1) I } 


由 定理 9.3.1 的 证 明 过 程 中 , 可 看 出 
系 9.31 若 7)eLip y, 那么 当 


a> 二 (nD -1l)+tr 
时 ,有 
RT) 一 wlT) = OCR™). 

由 此 出 发 , 可 得 一 条 收敛 定理 . 

定理 9.3.2 若 su(T) ELip y, 且 

Nlm)ir(AnAm) = の (( ほ キー 十 の の 。 着 # 一 2% 十 15 

WM(zO(tr(4。 プ 。) + ir(B,Bn)) = (Ct DD), 

若 ぁ = 2 

送 里 

“=k 


那么 


ーーー 4 十 及 
g( な 一 1) 一 2ー4 が 十 4 十 了 


> 8>0, 9 >0; 


sk(T) 一 以 站 = ol1)., 
证 明 与 第 五 章 的 定理 5.8.2 完全 相同 . 
由 此 立 得 
.203。 


定理 9.3.3 车 x(T) 一 Lip y。 且 
Nim)r(AmA%m) 一 ol1)， 若 = 一 2 天 十 1; 
MCzO(r(2。 プ 4) + (CB。8 が の ) 王 くわ)p = 24) 若 # 一 2; 
那么 当 
1 /1 1 /1 SN 
ょ (は 2 ーー リリ テ ぁ テテ ( テ z0o 1) 1) 
ニニ 
。 し つや パリ 
有 时, 或 (T) 是 收敛 于 CT) 的 . 
搬 祥 在 定理 9.3.2 中 取 一 0， 则 得 到 一 条 Tauber 型 定理 。 
定理 9.3.4 若 zKT)eLip YH 
WM(zOtrr( ブ プイ) 一 of 十 -十 着 )-<)， 车 2 一 2 二 1; 
AM(z)(t( 2 4。) 十 tr( お)) ol Ca 十 …* 十 BR) ぐう 。 
荡 = 一 2 ん ぅ 


都 么 4(T) 的 Feurier 级 数 收 敛 于 x(① ず ), 但 


二 区 二 47 _ 
g み 一 1) 一 2 キア 十 E 


s 0。 


$9.4 一 条 一 般 的 收效 定理 


在 定理 9.3.1 的 证 明 过 程 中 ,可 以 看 出 下 述 定理 也 是 成 立 的 . 
定理 9.4.1 若 x“(T) 在 SO(w) 上 连续 ,如果 yp) 满足 条 件 
(9.2.2)。 (9.2.3) 及 (9.2.14), 和 且 


a 1 
(1) 当 0 福安 元 時 


8 \HeCl#1R) 二 
(を ) | 引 ** OR ts (9.4.1) 


gi] 


(2) < 時 , 


9 = OCR- tett (9.4.2) 
Hg 最 
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和 而 p 之 0; 那 名 箇所 定 叉 的 MT) 的 于 ourier 级 数 的 球 平均 (9.1.5) 
及 (9.1.6)， 记 作弄 (T); 当 民 -> oo 时， 是 收 伍 于 KT) 的 
且 wT) 的 Fourier 级 数 依 9 意义 下 的 球 求 和 是 局 部 性 质 . 

取 

gf 一 c 这 是 Abel 求 和 ， 

w() 一 ec 2 这 是 Gauss-Sommerfeld 求 和 ， 
我 们 有 

定理 94.2 若 xn 在 SOl(w) 上 连续 ,那么 它 的 Fourier 级 
数 可以 Abcl 及 Gauss-Sommerfeld 求 和 王宮 自己 . 

证 当 ぁ wt の = <" 时 (参阅 第 五 章 )，. 


HEIR) ーー ター191 td 


EX 


一 一 二 3 
《1 + [S|?RD.? 


tel 
NR 
< 


\R? A —|5|?R2 YY, 
HAlEIR) = ーーーーーー 1 人 CTexp ーーーー B 
WING 時 ( 4 ) 


它们 显然 满足 条 件 (9.2.2)，(9.2.3) ,C9.2.14)， 至 于 条 件 (9.4.1) 和 
(9.4.2)。 可 以 类 似 于 推出 (9.3.4) 的 过 程 而 得 到 一 个 一 般 性 的 结 
果 : 若 4 是 有 足够 高 的 可 微 次 数 的 一 个 函数 , 那么 


e( を の)- cds | 


因此 ， 当 (の 一 ec 时， 


RN 
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人 《天 ー Drop 


. ーー ーー 

2 ー ぅ えい や 

(+ RD 24 r③)) 

。 Rt: GC Rn)C— 1)°t-ttty 

2 十 1) 一 1》 
(d+ Rp ) 二 kt 


当 g(t) = ce 时， 


$ STR ex 回 ー! テル ー ル (% 二 1 
"(i ee 和 ry 102 り 
2 
一 上 [二 
站 (eo ル 


a (一 1) 和 ーー 和 ます 3) erp 和 


项 24-: r(*)- Km 一 上 十 1 
2 


_ pa 
1 GCg)opt ーー ). 


容易 验证 ,条 件 (9.4.1) 及 (9.4.2) 是 满足 的 。 
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第 三 部 分 “本 辛 群 上 的 调和 分 析 


第 十 章 ” 西 辛 群 的 体积 及 Fourier 级 数 
的 收敛 痢 别 法 


$ 10.1 酉 辛 群 的 体积 


在 前 面 二 部 分 中 ,分 别 讨论 了 西 群 .旋转 群 上 的 调和 分 析 . 在 
这 一 部 分 中 , 将 讨论 西 辛 群 上 的 调和 分 析 ， 在 这 一 章 中 ,首先 给 出 
酉 辛 群 的 体积 及 旁 系 的 体积 ,并 且 给 出 在 西 辛 群 上 的 Fourier 级 数 
的 Dirichlet 核 及 收敛 判别 法 ， 在 第 十 一 章 中 ， 将 讨论 画 辛 群 上 
Fourier 级 数 的 Ccsaro 求 和 以 及 Abel 求 和 , 这 里 Abel 求 和 是 从 
Cesiro 求 和 导出 来 的 。 在 第 十 二 章 中 ,将 给 出 酉 辛 群 上 的 Fourier 
级 数 的 球 求 和 的 一 些 结果 ， 如 局 把 西 群 看 作 第 一 类 复 上 典 列 域 的 特 
征 流 形 , 正 交 烙 看 作 第 一 类 实 典型 域 的 特征 流 形 那 样 , 我 们 可 以 把 
西 辛 群 看 作 第 一 类 四 元 数 体 上 典型 域 的 特征 流 形 . 在 最 后 一 章 
中 , 讨论 了 第 一 类 四 元 数 体 上 的 典型 域 的 调和 分 析 。 从 这 个 观点 
出 发 ,也 可 以 得 到 相同 的 Poisson 極太 Abel 求 和 . 

这 一 部 分 的 内 容 ， 是 我 指导 研究 生 陈 广 晓 、 和 多 祖 琪 做 的 鞋 作 
《 陈 广 晓 [1]、[2] , 殴 宜 琪 , 陈 广 晓 111.[2]、[3]、[4])。 

所 渭 2 ヵ 阶 酉 辛 群 の SpK2 ヵ ) 是 指 适 合 


UU J, UU' = I 
的 全体 22 阶 复方 阵 忆 所 成 的 群 。 而 了 为 22 级 方 阵 , 即 
0 1 
= {hs の ", Jol, Ji 网 | 


在 这 一 节 中 , 将 证 明 DS が zz) 的 体积 为 


* 205* 


tS af 
加 了 (2z)T(2 ヵ — 2 TC2) 
这 是 依据 华罗庚 [1] 中 的 方法 , 由 陈 广 晓 [1 算出 的 、 
引进 USp(2n) 的 裏 卒 量 表示 法 . 若 Ue Sp(2z)。det(7 十 
UU) 闫 0, 令 


aa 


H= i — UI + ID) (10.1.1) 
其 逆 変換 是 
U = (1 + i — i 
不 难 证 明 , 五 是 2z 了 Hermite 方 阵 , 且 适 合 
H+ JH' = 1. (10.1.2) 
归于 det(7 一 刘 ) = 0 是 永远 不 可 能 的 ， 所 以 除去 Sp(2 ぁ ) 的 
一 个 低 维 流 形 ，VS2(22) 到 适合 (10.1.2) 的 Hermite 阵 的 集合 的 
变换 人 《10.1.1) 是 一 对 一 的 . 
由 华 罗 席 [1] 中 还 知道 
gr(8 り 8 りう 一 4trf( 十 ETEEBCT + HAH), 
这 里 50 一 UMdU. 这 是 因为 上 为 西 群 元 素 ， 故 上 式 还 是 满足 
的 , 又 由 于 局 为 辛 群 元 素 , 改 还 要 满足 (10.1.2)。 满足 上 述 条 和 件 的 
戸 、 也 称 为 六 Hermite 方 阵 。 
引 理 10.1.1 
りー 2D (det (+ HO EF, (0.13) 
证 把 4 及 写成 (2 ガル crkcn 这 里 Hi 为 2Xz 方 阵 ， 那 么 
dHi; 一 dHias hadHi, + dH 一 0， 
因而 » e 
= に 圭 ay 28it 十 (10.1.4) 
dB — 7 の ルッ 一 の gs + j の の 
而 ems px 7 天 是 对 7 天 对 称 的 , ojx 是 及 对 称 的 。 因 而 
(4Pー) 


セー2 2 II {lewdpiadrs) TE dandBndYiadoin),. 
トマ よさ | に イド で 」 
(10.1.5) 


若 了 为 一 固定 本 辛 方 阵 , 且 
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dK 一 PdHP, (10.1.6) 
那么 な メー な. 如 果 
aL= TdKT, (10.1.7) 
这 里 
8 四 >0, (10.1.8) 
dL 可 写成 (dL) giten 的 形式 , 而 4 を j』 仍 为 (10,1.4) 的 形式 ,对 
dK 也 是 如 此 。 由 (10.1.7) 及 《10.1.8) 知 道 


dLik AadKiks 


T = [ziyo an ュー( 


而 
R= TR I a (10.1.9) 
いづ た] トド し に す と さて | 
及 上 也 有 同样 的 式 子 , 所 以 得 到 . 
L = (detT)*tiK. (10.1.10) 


对 于 辛 Hermite 方 隆 互 可 知 存在 西 半 方 降 。 使 
PP ユー [ちっ 一 ちっ ーッ 2 っ 一 6d。 (bi 0,7 1, 5)。 
令 6 
アー エ ツ 1 二 7。…。 ダ エ 7d。 (10.1.11) 
別 
+ HD P= CT て 10.1.12) 
从 而 由 (10,1.12), 《10.1.6) 得 到 
(BUBU’) 一 ttr(PICT DPP IAKPP (CT 2PP AKP) 
ー dr((T AKCT AR) 
ー dtir (TART TART, 
由 (10.1.11) 及 (10.1.10) 知 
D 一 ?rcrtn(detT)-GntD な 王 27O0tOder (7 十 HH. 
这 就 是 (10.1.3)。 


设 吾 为 2 阶 诗 Bermite 方 隆 s 之 ーッ 
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二 
9 | + HD) 


我 们 有 
引 理 10.1.2 当 ょ > ヵ 一 二 时 ， 


2 ar) セー キテ 2 TICs ー 2 ぁ 一 1) 
ダコ セー ジジ TC I — 1) I 


成立 . 
证 仿照 华罗庚 [1], 把 2 阶 辛 Hermite 方 隆 互 写 成 
gi C py 
yf ) 
其 中 也 ,8 分 别 为 2 一 2 阶 和 2 阶 辛 Hrmi 方 阵 . 若 
大 
J -( ;) 
则 由 C10.1.2), 长 方 阵 v 话 合 
7 キア ッ ー0。 {10.1.14) 
若 令 
vv™ (4A,, 2 ) イェ ュ 
则 由 《10.1.14), 易 证 
oj 十 ロリ 十 iY, 
4 ーー に — Yi, a 十 sg); ) 


于 是 
m= > (d+B+7I+ oD, 
1 ケー 
易 出 
hh t's, EF 
+ ロー 0 Li ai p= H+ hs, 
所 以 


det7 + FF) = det(T ,+ H+ 2) 
“det(Jo + が ーー tH ov) sp), 
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存在 西 辛 方 降 互 使 
H; = PAPi!, A = [1 一 2 A A]. 
令 


T, 一 Pi[WV1 十 对 イッ > Vl ta To] Pi', 
ター «tT, 
那么 易 见 
TT TH = HT,, = 7?, (10.1.15) 


Fp VI 
ツユ a ~ VT] Pr 
那么 7」 二 且 T 为 学 Hermite 方 阵 , 所 以 + 满足 
tj, 一 一 アデ 。 
因此 ， 
T= 7 = rh = J = 1]T,, 
出 此 由 《10.1.14) 可 得 


+i 10. (10.1.16) 

同时 ， 
v= |detT, 1s = dekC7。 + Bs, 《10.1.17) 
tH = Th+ wn)7, (10.1.18) 


成 立 ， 若 令 
# 一 {B,,* * "3 お 。」)。 
则 由 (10.1.167) 
iitikis fi ig; 
B; 
6 一 igi» 一 志士 上 


vy” = los (10.1.19) 


三 一 DD, +. 
ian—-1 


"210。 


(Ca 才 ダ の イー ュー ダ (7 十 うつ を ーー i Ws 
肥 (10.1.18)。 (10.1.15) 可 得 
Cl H+ DF = oH + 4 の 7 
“(TR TH キタ 6) 
一 (THT + Aah + WA) TH TE + Hh) 
一 ~—{uHit ha) + Hu) Hn + wh) 
zz (HE + FD 


Pe 
-—(uH, 十 加) 5 
ーー 
1 十 人 1 1 于 
oh 页 一 pz 
由 (10.1.16), 如 是 辛 Hermite 方 阵 ， 


由 于 (10.1.18)， 
det(I, + 所 十 ど の ) = detTidet(l, + Eu) = det(1 + HD 


(1 + な うぅ 

den。 キ だ オキ の ーー が な 土牛 の の つ ぢ ) 
ー wt ュー が キー GD, 

1 A が さっ 2 A 
= PP — ho) 干 76 二 wlT? Hi)z ) 
一 art ーー + に k++ め 7 ) 
1 十 
所 以 


dt + HD) 一 det( HD (1+ wy 
t wi 4 2 
+ な (*ー4) 二 (1 + 7) 


= det(1i + Hidet({# — A + (1 + YI). 
作 变 换 


・ det G 


ムー スー ム ,。 
lg 


£ 


2Z11 > 


则 
ぇ ーー の つた 


于 是 
det[(1 + NI 十 【大 一 1 で る 


= (1 十 pp?a-sdet(zo 十 が ) 
这 就 得 到 (由 (10.1.17)) 
EE (5) 一 2" こり de の ( 了 」 + HD, 
婦 
。 | ET の (の う 。 (10.1.20) 
现在 来 计算 受 "』 で う , ， 此 时 
の > gir 
に a ) g っ ガッ 为 实数 ， 
所 以 = (w+ 所 十 ro 而 


et = | ,a 


Hdet(T + HYD’ 


ers re re 


3 
っ (ター テ 
ー2 ツ 2・2eg (2, 2 一 三 ) - (2 一 3) 


GD ・ 
再 来 计算 | ーー と ュー 流 等 
ye 1 の ヤル / チ の ) 
< th 十 2 CGH 
i に Re 
T(r — 2) Je (1 + RD 
一 2 Dg 2 ュー り 」 着 , テ ぁ ー 二 


代入 (10.1.20) 得 到 


5 6 
EF.(5) i | 


コロ ー ジ ey 


.THs ly (10.1.21) 
Tl(4s — 3) 
由 于 
1 
a a Ne 
rn T( ユ ) 


故 (10.1.217? 即 为 (10.1.13》 
取 ，= ”十 >, 0.1.13) 成 为 


hk ( a 0 一 27- > 1) 
i (a et ユ ) TC2n)" 
若 令 本 (3) = 二 1， 见 上 式 对 # 二 1 也 成 立 。 因 而 有 
1 ~~ ty 1 . 
lr 3) a TC24)T(2 ぁ 一 2)…・T(2 ア 
因此 得 到 ( 际 广 降 [1])， 
定理 10.1.1 OSp(2 ヵ ) 的 体积 为 


し 
十 + 和 2 
fr 3 リキ の 


2 


FDG DF 10.1.22) 


S10.2 西 辛 群 旁 系 的 体积 
任 一 再 辛 方 阵 w 可 表 为 


w= PAP!, A= [et ， es イイ 用 eon, eer]， 


g 学 ステ テテ 0. 共 中 ア 乏 西 辛 方 隆 , 由 于 の 9G 委 ) 魏 
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ぁ ) 是 ww 的 特征 根 , 故 A 是 唯一 确定 的 ,又 车 
w 一 P4P- = PiAP7', 


如 果 w 的 特征 根 各 不 相向 , 則っ eee 70]. 
所 有 形 如 emem ーッ emm e ea] 的 西 辛 方 降 组 成 USp(2n) 
的 一 介 子 群 , 记 [DSp(2 ぁ )] 为 USp《2x) 对 此 子 群 的 劳 系 的 集 
合 , 则 PP, 与 P 属 于 同一 个 旁 系 ， 于 是 除了 有 重 特 征 根 的 丁 辛 方 阵 
所 成 的 低 维 流 形 可 能 例外 ， 任 一 西 辛 方 阵 必 一 一 对 应 于 一 个 4 及 


LUSp(2n)] 的 一 个 旁 系 。 
令 8P 二 P-!4P， 那 么 
P= —éP, 7SP 十 8 ピ ・ 了 チー 0. 


ap=i{ 


\ BBix 一 レル オキ ー ダ 9gja 十 Bk 


Ba; + rj の gg > 99 ょ 9 アル 
( i 


(10.2.1) 


(10.2.2) 


其 中 eax: 8 87; 対 あ を 称 対 ,8gj』 对 j, 万 反 对 称 。 而 且 


tr(Oudw') = tr (AGA) + tr([8P,A] [8P, 4 1)。 
这 里 
[8P,A] = SP A— a2. 6P, 
现在 来 证 明 (10.2.3)。 由 于 


dw = PAPdPAP ユー dP Pt + PANadAP™’, 


所 以 
tr(8w5w') = 2[ 一 rr(8P8P) + trlA GPASP) 


(10.2.3) 


ー tr(A~18PadA) + tr(8P84) 一 rr(8484) 


一 2( 一 tr(8P8P) + r(478P18P) ) 


tr(a484) = ur(8487 ) + tr([8P。 4]1[82P。41)。 
这 就 得 到 


tir(Sudw') =2 > a + 4 > ei — ek Cdody + do) 


ァ ュ すべ た 


キイ スリ | の 一 4 の 9 Cdph + ar) 


3 で た 
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十 2 2 |e — el (dp + 73). 


a | 
其 中 不 出 现 dej;。 用 Y 表示 由 微分 矢量 daejks dPit， 97 メッ dai 所 
张 成 的 积分 元 素 、 而 以 [B] 等 于 2 站 户 表示 [USpC2n)] 上 的 
积分 元 素 , 那么 
WwW = [Pj ][ (ei — ek ej 一 Pu 3 1: 


i<k 


[ei — e140,40,. + +40,, (10.2.4) 
j=1 


现在 来 计算 [USp(2n)] 的 体积 ~“.。(1.2.4) 在 USp(2n) 上 积分 
得 
on | 0s- -0)d0 dss (10.2.5) 


so 
此 处 | 
6… っ 9 うー [lle — esl TT 
j=1 i<k 
“| (Ce — eR) Ce — e oR) Ll, (10.2.6) 
这 等 于 


(—1)" II Ce 一 DC ce ie うか 
i=1 


这 里 品 为 Vandermonde 行列 式 莱 以 i (一 1)*。 易 风 
J ms. 5, 
这 里 : = s(1 2 ヵ ) ぅ 而 (ls 2 ぅ ・*・> 7) 的 定义 见 (6.1.6). 
由 于 1(0,, 3 > 6。) 为 由， "6。 的 対称 画数 。 故 
KA, “0d 0 
= っ の em の >9 
ーー・ 人 | 了 (0 -04)d0,. 40, 


し | 9 
J 对 每 个 9; 来 讲 都 是 假 函数 ,所 以 


*・215 < 


[| 6.。・・。 9。)29,-・・g9 


w み 6 と ー テ ジョ っ 0 


1 (<* 
“hl 


。 | TI 《cid 一 の) 5S) EE 


bd j=1 EE 内 
» eg ュー た 9」。。 ・e (ュー チ の の 2 の 9.・ “0 
其 中 (Rs Lis いえ と 。) 为 (1,2， “+, 2 な ) 的 一 个 排列 ， 耐 
0。 落下 一 工 关 士 1 
『 (ee ek Rg ニャ 2w。 车 ん 一 ん デー15 
員 ー2x. 若 * ネ ー と ルー1. 


于 是 得 到 
| Ja dd, = (27)", 
#0 
所 以 
Gn 
最 后 得 到 ( 陈 广 晓 [1]) 


定理 19.2.1 OSp2 ヵ ) 的 旁 系 的 体积 ws 等 于 


2" (2m)"* 
T(2z) TO2n 一 2ー ば (2)「 


10.2.7) 


$ 10.3 西 辛 群 上 的 Fourier 级 数 


车 WE 0 と れる 为 标记 为 f= (すぅ 时 f,) 的 不 可 
釣 表 示 。 此 邊 カー 宇 所 守 0， 则 Ai《w) 仍 为 西 辛 方 阵 , 其 阶 
数 为 NC 有), 它 等 于 Wa [1]) 
I 571 一 め 


1<j3 すぐ lt DE, “2 


Ca ~ 1)1(22 — 3)1-.*3:1! iD, ++., 1 の 


(10.3.1) 
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此 处 . 
L=ftn, fi1.. 
表示 4y(w) 的 特征 记 为 (we)。 荐 尼 的 特征 根 为 eta 
e+， 那么 
ef 17) _ se の ， 二 
(2 の ER SD Cy (10.3.2) 
这 里 sels 人 1s) 的 定义 见 (6. 1. 6)。 
名 已 . 
TU) 一 ja AKU) = (ol UD cient 


其 中 C 为 se(2z) 的 体积 ， 则 {84(U)} 组 成 USp(2n) 上 的 就 
范 正 交 系 ， 若 xD) 在 CS ぁ (2 ヵ ) 上 可 积 , 那么 它 有 Fourier 级 数 


于 CTD, (10.3.3) 
fin | 
其 中 
2 a (WO). (10.3.4) 


410.4 Fourier 级 数 的 Dirichlet 枝 及 收效 判别 法 
着 (ひび) 是 CSp(2z) 上 可 积 函 数 , 灵 同 第 三 章 一 样 , 可 以 考 
虚 4( り ) 的 Fourier 级 数 (10.3.3) 的 部 分 和 | 
wD BD tC nD) (10.4.1) 


Nei ig>0 
这 里 
i 《一 二 和 十 ーー fs 十 1。 
与 第 三 章 一 样 , xy() 可 以 写成 


二 人 uVU) Ex)V, (10.4.2) 
其 中 
BAV)= 2 MO の XX の ) (10.4.3) 


が テロ テー ジオ 5 と 0 
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为 Dirichlet 核 ， 可 以 和 证明 如 下 的 (被 福 琪 , 陈 广 晓 [1]) 
定理 10.4.1 若 s(U) 是 む Sp(2z) 上 可 积 芒 数 , 它 的 Fourier 
级 数 (10.3.3) 的 部 分 和 (10.4.1) 可 以 表 为 (10.4.2) 而 Dirichlet 核 
(10.4.3) 等 于 
《一 1)*det(e 人 -DC9j) iain 
i 《2m —24 + i1)1 det Csints — 5 -+ 1)0))iciicn 
k=1 
C10.4.4) 


这 里 e's, ci eg 为 地 的 特征 根 ， 


1 
sinl N+ 一 }89 
dw(0) = Si 
2sin 一 9 
2 
为 一 个 变数 的 Dirichlet 核 ， 
证 由 于 
= = の 
' XP) 2) * 
这 里 メー Chay PD = (n,n = 1). 而 の 的 定义 见 
《6.1.6)。 而 


ND = Hm 名 > 
dD 
Orb 
它 等 干 
1 到 at Be 


PE 


2 ZI / Gr A + DI. 
12 2 ぅ » 1 =i 


hs お > “> la 
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ssn あり 」。 ・・・) sinil0, I, I ee 


:| | Rt 
に た コレ ロウ イア テト  。。 vv。。。 AB, 已， B 
sint0,, sin1,.9, | > bE eg 
ees Ci 
TY Go — 2 + Di det Csin Ca — 5 + Deriee 
k=1 


貼 引 理 8.1.1 即 得 


六 n(n) N 由 
(—1) det( > pisin10; } 
DF) 一 ss gian 
9 (2 一 1)1(2 ぁ 一 3)!・・・3111det( sin ( ぁ ーー チエ 1) の Dc jc 
但 


N 


2 Pisin10; = (1 a CO, 


imi 


即 得 (10.4.4). 


有 了 Dirichft 核 , 就 可 以 有 Fourier 级 数 的 收 伍 判别 法 。 
若 Pe 7sb(22)， 则 可 写成 


の 9 

と の 

」 0 。 Pr 。 アア ,」 と の Sp(2 ヵ )。 
8 e's 
Bo 
取 TE USp(2n), 使 
eo cir 
站 Sg ツー Pa > 
igs eB 
po の 


这 里 。…。) 時 G。2,…。 が) 的 一 个 排列 .和 再 取 Te 
・ OS ヵ (2 ヵ ) 使 1 
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「 コ 
cpp 
ip 

T, i : Wy 

ee 3 

。 ie 
e の 
の 
の 
a の 
Ti! 一 ， 
© 】 
co 
の 
记 
ed 
eg 
ジア * 一 VT , -TriiVi!, 

79 

と 
ンー 
于 是 

1 | 1 

ューー P ア * ど ア ーー | 

C JrspGa) a レン 54 の /4 と ran VU PVIP, 


衝 所 有 可 能 的 *。 将 x《V*U) 加 起 来 , 除 以 241, 记 作 w*(VU)， 
于 是 


nD DPD, 


NE e 
(の, の) 1 u*(VU) LV], 


Us? Gna) 


这 是 0,， ew 的 周期 对 称 偶 逊 数 ， 于 是 
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nD = 200 | ge 
いた メト レニ ーー アト ーー 1] 


* Dn(V) I sin’0; II 《cosbi 一 cos9.)7Z9,・・・g9。。 
i=i 


で と っ 

由 于 
| oP 
CC ui? tan) 


故 有 sw( む ) 5 g() 等 于 
SR es | (Cg(9。 **, 0,) 一 (で )) 


DalV)V = 1, 


人 


TI (2 一 2% 二 DD! 


=1 


内 det( FN cruise 
detC sin (2 一 了 + 1)9; ,cn 


II sin 中 (cosO, cos0;) 29…・g6。。 
i=1 


に て だ さよ で] 

但 

II sin 9。 I (cos9. ママ cos9,)* 2 

ニュ し でかさ 3 

sin a0, ， sin #0,， “$s sin me 

sin (a 一 1)8，sin (z 一 1)0，-…，sin(n 一 1)6。 
sin 0,, sin0, ・…。 sin6。 
于 是 sw(U) ye: utU) 等 于 
1 nn に 

ac | ee 89) 一 x(D)) 


[en ー 2& 十 Di 

‘= ・ det(d C0 gies detC sin (7 一 上 十 1)0;) cicn 
"40… 40。. 

由 行列 式 性 质 , 易 知 上 式 即 为 

(ot et ao BS | (ef8 9) 一 ulU)) 


Ti 


k=i 


- detC sin (7 — 7+ 1)0) cco dy C0 FCO) 
9) Z9.・ ・・g9。. 
车 CO) e c"， 由 于 g(@。 …,6,) 的 周期 竹 ， 对 上 式 进行 分 部 
积分 ,就 得 到 ， sn(U) = utU) 等 于 
二 Ne | LO OO 
QD PR. Rg 
点 一 二 
* [(g(@.。 人) @.) ーー g())der( sin (7 ma er 1)87) ecn] 
S gu(9)Z。(9。) ー・ の (6.)Z9.・・・g9。 。 
如 同 第 三 章 那 样 , 由 此 可 证 如 下 的 ( 贺 祖 琪 , 陈 广 晓 [1]) 
定理 10.4.2 落 x(Z) 为 Sr*(2z) 上 可 积 函 数 ,， 且 w(U)€ 
cir, (0<p< 扫 1)， 那 么 它 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 (10.4.1) 收 
仇 于 x(Z)，。 且 有 
Is の ) 一 eC の 1S4・ ma rk 


Nr? 
证 证 明 的 方法 与 定理 3.4.1 完全 一 样 , 命 


ee ーー 人 | っ で の Fe (gC0,, i 9。) besa #(U)) 
| 1 


| sn ぁ 64。・・。 sin 6。 


8 OY» 


3 06 


EE 


sn 。 …・。 sing, 
人 g(6.)・ や "dn{0.)40,- . dO, 
此 处 ーー 之 0, 一 1;2,.*,#。 
先 车 虑 1,…,o。 将 积分 区 域 分 解 为 : 

i 0 Se 
这 里 (i, 19) 为 (1，…-,#) 的 一 个 排列 ， 我 们 芳 感 其 中 之 
| 例如 

を テム テム テー テ 9 の テー ァ . 
其 它 区 域 可 同样 处 理 , 再 将 上 述 区 域 分 解 为 : 

Kr9 テテ の テー 6。 テーge 
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Rn:z 学 の テー クジ 9 テテ ーws 
ne テ の > のみ > R028. 
这 里 取 0 和 5 到 1 
记 五 为 
jal ・・ 59。) 一 4( の ))。 お ・・ La 


sinn0,, ・・・ う > sinzd, 


vv 


gx(6、) タク ・ の (0。)g9,・ ・g9。 。 


于 是 
了 oo 一 FL ELL 十 Turi 


由 于 
1(Odn(0)a20 一品 (去 ) 及 に 12。(@) 126 = O(nN), 


若 (の e C', 于 是 


同 理 可 证 
I;= 0 a P=3,.…,7+1, 


再 将 R, 分 解 为 
oO: の 2 テテ の テー テー テ 9。 テー9 ぅ 
の 9 テテ の テー の ュ テ ー ジ 8 テ の テー ジッ 
Or: の 9 テテ ー2 之 テー 0 > 
于 是 六 分解 为 太 ， 它 等 于 
の の アー+ 


CC 


Sen 


同样 可 证 Sa 
ET ol ce A > 2 = 2, .2 十 1。 


~ ery 
至 于 钱 , 由 于 
9 テテ の テー テテ ーー8。 
改 有 | 
g(0,, っ の) う 一 usU) = (の) 。 
这 里 wv 为 u《D) 的 连续 模 , 由 于 x(Z)e c"， 放 
六 一 O(5lnrV). 
综合 上 述 , 即 得 人 
Foo = OSin’N) 于 吕 (Eu) Pe 
ln PH NT 1 
も 9 Pr eseo( ) 


Br 


取 8 一 (Nln"N) 坟 ,就 有 


nl 1 
= 0O (守護 ) 


再 考虑 Tes pr nas 此 处 His oy “to tn 不 全 为 零 . 
若 is £29 2 tg 中 有 奇数 ， 这 了 时 アッ アッ "9 Dg 中 有 偶 


数 , 如 v;(1 7 写り 是 偶数 , 则 有 


5 Br の Fs 
a on ie 


"= «(UU)) ・ sin の 7(9.。・ 3 っ 9。)Zx( の )・ 1 


2。(9。)29.・ の 6。。 
此 处 F (8,, i 9。) 凛 一 可 役 骨 数 。 由 此 冊 得 


In! 
Tn 0 a. 
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若 2 pn 全 为 偶数 , 则 mmya ラ vs 全 为 奇数 ， 


这 时 至 少 有 二 个 my vi 相等 (i 必 门 . 易 证 


sin な が O」。 ***, Sinnd, 


。 お"』 Orn 
9 の 06%c 


ee 


sint 9」。 ・・・。 sing, 


ュー an. G{0,, *™,0.); 


此 处 で (の,。 "> の) 为 可 徽 函数 ， 由 此 容易 得 到 


ln? 'N 
raa m 0 ( の 


这 就 证 明寺 定理 . 
$ 30.5 Fourier 级 数 的 绝对 收 伍 


如 同 第 三 章 那样 ， 可 以 讨论 ひ 5 ぁ (2 ヵ ) 上 可 积 函数 xfZD7 的 
Fourier 级 数 5《10.3.3 的 绝对 收 伍 , 若 Ci 为 其 Fourier 系数 (10.3.4)， 


那么 
CE = | (alU) BAVT HD VY 
EP 1 Vu VA OD, 
从 而 . 
tl) 一 AU uCV WV ON WP 
gs(W)— {aC VD, 
就 有 


fr( CG) | 
M( カ か で JpsP<Ge) 
设 矿 的 特征 报 为 ee er,e er 设 


a 一 Ce gw )L]. 


Cc a 


gCWOXAW)W. 


To. 
Ny 
A 


trf CC 人 = I 
(か (2z)7 


sn 。 ーー。 sin 7,0, 


(| es99・ 
し は アコ 


sin ヵ の 9」。・・・ ぅ 。 sin が 6。 


ーー 


sin 7 ・・・。 san 79 | sn の 。 ーー・。 sing, 
名 同 $ 10.4 中 那样 , 用 好 代替 ヵ , 好 是 对 称 个 函数 ,而且 有 
CC CD (.… hb*(0,, 6 so 人 
NG RD 
.40.0 = CO {pg,, --. 
00 = TR fr 0 
・ sin 9, sin talr dd a0,. 
五 (96,， っ) 5 h* C8,» 0.)soln), (10.5.1) 
则 五 (6,， 0 ) の 。) 是 奇 通 数 ， 如 果 {i> in) 是 〈1， 2 ょ ・・・ ち ) 
的 一 个 排列 , 则 


1 上 | g(9 0.) snl, 0.. sinl,0 
《2xr)? ビジ (@.。 > 。) sin Hy wd 


“ys r( CC?) 


・26.…・g9。 ~ 8 10.5.2 
日 (9,，,…… ,0,) 的 多重 Fourier 级 数 为 
> の に sin の ・ マツ sin in0ns (10.5.3) 


lleva 
这 里 
CrCy 
dn = 若 4 テー5 テ ーー テ ムロ テ 05 
月 一 0， 若 和 中 至 少 有 两 个 相同 ;: 


a wid 5 の っ 若 (i, i ip) 为 (CI, 2, いち) 的 


1 


一 个 排列 , 且 』ー ち ーーー テル 0. 这 样 (10.5.3) 可 写成 


(CD (pya( 10.5.4 
カン テー ジョ 20 (の (2 り の "se の. 《 ) 
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记 


SB pa Ja .8 
P(g ” 89。 こり 9 


9 9 の 。 
(Ss) 
89, 62。 


若 ュー ちち テー テル >0, 


ae … っ 6)) 
Gh (3 ぅ 89。 (の > 2 
・ os t,t Cost 80, :40, 


Saelo 
eo Ga  J\88。 998 995 


・ が (の 9。…・。 9。) Jeos れれ の ・・・cos tO,.40,- + dd 


ー 6 が に ー… J /。9.29・・29。 
Du 人 レコ 


2 +1) i sn 
Tn ュ ョ ー 
> 


Ju が チャ 


ー NN ー 1)1(2 ぁ ー 3 か!…・311!tr(C77)。 


(か * ” 89。 9 ) Fe っ 9) 的 多重 Fourier 级 数 为 


2 一 1) (027 一 1(22 一 3)1.311 人， 


i ST 
E cr( で どけ Ce( ち 。 全 要 ln) 3 
这 里 C。( の 由 (6.1.1) 定 义 , 同样 可 证 ; 


9 .8 NY i 
(p に 3 あり) 五 (9 ， >9。) 
的 多重 Fourier 级 数 为 
2 "(一 1 や ((2 ぁ 一 1)1(2 一 3)1 31117 


2 > (M( の )r(C/C の Ce ちっ ・ 1 FJ 


>] 


(2 (起 ， = 59 -)) ae， Wp 的 多重 Fourier 级 数 为 


・ 227 。 


277((2 ヶ 一 1)1(C2n — 3)!・3! 11) 
・ る 、 ,NOY ED Cals, 
由 这 些 结果 ， 上 可 证 ( 损 祖 琪 , 陈 广 晓 [ 11) 


eC“。 是 


7)。 


定理 10.5.1 
9 5 

(あの > 80, だ (RE ,0,) € Lip(2, 29), 

a 人 2 
# 2 
则 级 数 

2 {ucrED lr 

アー チョ 


收 伊 , 但 1 > > 三. 


定理 10.5.2 若 (CU) ec 用 
] Ce . ) -]) H(0,, + ,0,) € Lip(2, a), 
a > 上 一 1, 
+ 2 
则 级 数 
2 人 lcAllwl ) 


オル ンー デア ュ デリ 


收敛 , 但 1 > > 二 


定理 10.5.3 若 xDZ)EC5， 且 

9 8 3 Ee 1 
人 (89° Py が か)) (9。・ SI >9。) は Lip( 2 。e) a 了 
则 (CO) 的 Fourier 级 数 410.3.3) 绝 对 收敛 ， 
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第 十 一 章 西 聞 群 上 Fourier 级 数 的 
Cesaro 求 和 与 Abel 求 和 


$141.1 Cesaro 和 的 定义 


车 u(U) 是 USp(24) 上 可 积 函 数 ,如同 第 二 章 一 样 , 可 以 涯 
虑 xfE) 的 Fourier 级 数 (10,3,3) 的 Cesaro 求 和 , 这 时 Cesaro (c。 e) 
和 定义 为 


Bn tt CC Dat UD Ci1.1.1) 
Nf 0 


这 里 
2 | 
CNCf) J DsPG か 


而 KsCV) 为 Cesaro 《c ぅ の ) 核 ， 它 等 于 


(PD)E&CP)。 (11.1.2) 


BF 一 


得 
ds | ASAVAI ~ Vat) | ot 
* テ 0 
BHC2AN) "TD | det(T — 5’) 
(11.1.3) 
Ba 一 工 | A 
N 妇 JpsgGo) 《2.4 和 8)*Gnt 


det [> 4RLPK(7 一 pum) | より 
| ka ER | 。 (11.1.4) 
A (Ka 十 N)e+TN 一 1 + /Ni, ec> 一 i， 
而 C 为 VSz(22) 的 体积 . 
先 证 明 
定理 111.1 USp(2m) 上 可 积 函 数 nCU) 的 Fourier 级 数 


s229+ 


(10.3.3) 的 Cesaro (c。e) 和 (11.1.1) 可 以 表 为 
ユエ gCPO)K&(P)P。 


C .US 


(11.1.5) 


这 里 KW(P) 由 (11.1.3) 所 定义 . 
证 设 ee 是 六 的 特征 根 , 那么 
sin 0;, n.d, | 
BE NO | ーーー ト ーーーーー 


に と た うー | 


sn 。…・。 sfn 6 


sin が 9」。 ・・・。 Sim なけ 。 


PE 


(11.1.6) 


事实 上 , 上 式 左边 等 于 
> - の BiaNCD sin 6.・ ee sin 9 
se カタ ea Gig 


而 


gz.V の ニー メー | DD 
0s の Ga) ! 


Cc 


sin 6 。 ーー・・。 sinid. 
1 区 | a ne 
(2 mr)” 让 
sin79,，.……，sn10。 
sin n0, 。 トッ sinn8, 
| ea 
sin 9,, 了 sin 9。 
1 | . = 
= ・ 1 sin 和久 ・・・sin 9 
2)* ES v1 L] 
i 9 …・。 Si 9。 
i u(y, .40,, 
nd,, …・。 sin6。 


が rm gy が の 一 全 


の 


sin ヵ け , 。 ・・・。 Sinnd, 


Kw(V)d0,.:* .ad0,. 


sin の 」 。 っ sin 9. 

由 此 易 得 (11.1.6), 由 (11.1.6) 即 得 (I1.1.5). 
这 里 所 定义 的 Csaro (ce) 和 ， 当 趋 于 无 穷 时 ， 即 为 Abel 
和 ,日 (cy a) 核 也 成 为 Poisson 核 . 将 在 $11.6 11.7 中 讨论 。 


$ 11.2 Cesaro. 核 的 半 定 正 性 


我 们 将 证 明 ( 视 祖 琪 、 陈 广 晓 [2T) 
定理 11.2.1 设 w(U) 在 USp(2n) 上 演 续 ,ZE Usp(2m). 那 
志 它 的 Fourier 级 数 (10.3.3) 可 以 (csw) 求 和 于 它 自己 ,但 


> 
为 了 证 明 上 述 Riesz 型 定理 ， 先 来 证 明 ， 当 a> = :时 ， 
Cesiro 核 是 “ 半 定 正 " 的 , 即 要 证 了 明 
定理 1122 当 “> 2 时 ， 
ー | Is <M, (11.2.1) 


这 里 M 为 只 与 a, a。 有关, 而 与 N 无 关 的 常数 . 
证 ”用 归纳 法 、 当 7 二 1 时 ，(1.2.1) 显 然 成 立 ， 当 入 趋 于 无 
穷 时 ,| 了 %| 不 趋 于 零 , 因此, 只 要 证 明 ，- 
ーー 2 PE et 2 十 1 
ュー を | Do 


村 


・ TI Sin9」 (cos 8: 一 cos の )229・・・g6。 (11.2.2) 


j=i 1«i です の 


有 界 即 可 。 这 里 
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1 


2.4% sin 


(0) = 
(8) SE 
如 同 第 二 章 $2.3 中 那样 ， 取 5 = こっ 将 积分 区 域 分 解 为 Ri， 
RE Rat 《 定 尺 见 $2.37， (11.2.2) 的 积分 ， 其 积分 区 域 在 
R; 上 者 为 Fj, 于 是 


a 


= 
如同 $2.3 一 样 , 先 考 诬 了 ,将 RR, 分解 为 Rn,Ris-i;，*'**， Ra 
Ra，(11.2.2) 的 积分 ,其 积分 区 域 在 Ri 上 者 为 fi;， 用 $2.3 中 的 
方法 , 可 证 


29 一 2 2 的 
nA > 内 | 一 ces| 
0 ちご 9 fa=0 トコ リラ ンー 


1 一 cos の 75g( の 2・・o&(9。) [rh 
pe TI sin79。 IF 《cosgi 一 cos9,)799。・・・g6。 


j=2 ト [すき る きき よさ. 


; -人 — eos6sl«lagC@) [ha0, 


这 里 4 为 仅 与 4 有 关 的 常数 ，s…。 为 仅 与 5，…… ss 有 关 的 常 
数 ， 上 式 右边 的 积分 与 4,………，s。 有 关 ， 记 为 Ta。 如 局 52.3 
中 那样 , 可以 正明 

ん に ュー 0CCV8) デ の) 。 


当 > 并 = ィ 时 成 立 , 这 里 用 到 了 归纳 假定 , 于 是 


lo — OM の DP や) 。 
同样 可 证 


Ls = O(CM8)9 せ 9Gm-27 す りーG2TD の See 0,1,2, ーー ゥ な かー 1, 
这 样 就 得 到 
1; = ONG td) 十 ONG) Or- arta) 
+ + OCNG) Ot 
如 网 处 理 1 那样, 可 证 
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[s 二 OCCNG Ye tr 27 4D) 十 ONG or mth) 
キー・ 十 ONS) tI), 


ese rae sre rs eraa ene re esneatas eo 


Ton = OCCNS) "De), 


再 老虎 小。 将 R, 分 解 为 S517 529 “ 》2 卡 1 ( 定 叉 見 %2.3)、 记 
(11.2.2) 的 积分 其 积分 区 域 在 』 上 渚 为 有; 同 处 理 15;; 那样 ,可 
证 

J mh OCCNG) ia" “Dy 十 DCCNR)22n 人 TDa ) 

十 … + ONG) rartD), 
万 一 の (Mg Yo) ) 十 .…- 十 O((Mg) "De ) 。 
Jr+l 一 ONG) TD 

最 后 考虑 ヵ . 


“Ita 
ff toil oten hr 
S098 


・ Tl mm の TT (cos の 一 cos0;)d0,...40, 
j=1 


1 に イ た さす よさ 」 


< 4 人 1a8(62) -as (0 |™ 
Spb ym hg 
* | sin29」 H {cos 9, 一 cosO;) dO + dO, 
j=2 ト し に イト すま よる. 


e し le 9) sinzg TY (co 一 co の "925 


に A N85 = ONT I), 
总 结 起 来 
I = ONG) + 0 の (CM の に Ort) 
十 O((M8)227ーー(Ge す De) ) 十 -十 O(NG) erty. 


取 3 一 记 ， 即 得 7 ~ 0(1)， 这 就 证 明了 (11.2.1), 
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$11.3 Riesz 型 定理 的 证 明 
由 定义 知道 
1 
i@ oan SC 
将 (1L1.D) 记 作 CU), 它 可 写成 二 人 xp)K&C の か . 
N 27) 
因此 ， 


の | = 6 
PO — nD) Efe GYD) 一 (の )K&( の か . 
(11.3.1) 
要 证 上 式 右边 , 当 玉 趋 于 无 穷 对 , 逻 于 零 。 而 (11.3.1) 的 右边 为 
1 EC の) oO 8CB |" や 


が 
N p00 mx 


1 


* TI sn TT (cos@ 一 cos の )728…・29。。 (11.3.2) 


i=1 で に と て 】 
其 中 
2 十 有 


8(9 6。) 一 な 


C . oD) ー w( び ))[P]. 


将 (1.3.2) 的 积分 区 域 分 解 为 及 :> R,, 全曲 Riris 记 (11.3,2) 在 
R; 上 的 积分 为 1, 由 于 (ひび) 在 USp(2n) 上 连续 ,所 以 
(9 9)| 和 工交 一 天 
这 里 工 为 绝对 常数 。 当 入 趋 于 无 穷 时 ,| B%| 不 趋 于 零 , 取 6 > > 
可 证 
I; OCCN 8 20-2 (int 上 O(CM8) う 7 テー4ーGg+De) ) 
キー ュー 9((V の "や で や ): 
1 O( (MV うーーGa+o) ) 二 ー・ 二 O((Me8)~" GeTDe)・ 
Tan = ONE) DN), 
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对 于 六 如同 处 理 启 一 样 ， 将 R, 分 解 为 了 记 (11.3.27) 
在 EF 上 的 积分 为 上 人， 可 证 
[B+ nl = の (CDP の の 7 
二 の (Ve 770ー に Sep ) 
キー・ 十 O((M8) う "Tee)。 
最 后 考虑 7. 


下 一 二 全 ge… っ 9)1gR9D…o86) rt 
Bob 六 .>8I>-5 


* HH sin’g, II (cos 6 一 cos の )72・・・29。。 
smi で を で た さ 」 
由 于 wu(U) 在 の Sp(2z) 上 连续 , 对 和 任 给 的 ヵ > 0, 可 选 5 之 0 充 
分 小 , 使 得 当 - 
S09 = Rj 


时 ; lgl9, …・。 61 二， 由 定理 11.2.2, 当 a > 2 二 
27 + 1 


讨 ， 
1 


ど CR IK&KP < M， 


以 至 任 符 s 这 0， 可 选 8 > 0， 使 {| 过 a/2， 由 于 (2 ぁ エ 1) 
“pg 一 2# 一 2 之 0, 可 选 N 充 分 大 ,使 

I 二 十 | 二 于 [nl で g/2. 
因此 , 任 给 8 > 0, 可 选 No 当 テ WW 計 , 有 | 二 s， 这 证 明 
了 定理 11.2.1。 


s11.4 Fejer 求 和 
当 eー 工时 ， 即 为 重要 的 Fer 求 和 。 Fer 核 为 


1 det{ J 3 | - 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 11.4.1 
BatN 1) stD ( det(』 ーー Vy 16 》 


这 里 


， 1 
BR 
“CN + et 


・235 < 


| 
a Usp (2n) 


Fejer 泌 和 的 系数 为 


4 
ーー 


( 1.4.2) 


dstG — V) 
~ ?7” 和 ” 
gpV( の (M + 1)" "DC 


der( 了 a VNT1) 2n tr 
な 2CP) (ーー っ) ) PD. (11.4.3) 


Fejtr 和 为 
お (Cr の に (どう)) 

1 det( す La , しとっ 1 

Bx(N 十 oc vu) ( det{T — V) ) kK 

Riesz 型 定理 11.2.1 成 为 Fejér 型 定理 : 若 k( ひ ) 在 USp (2n) 上 
连 线 , 那么 w(V) 的 Fourier 级 数 (10.3.3) 可 以 Fejér 求 和 于 自己 . 

妇 同 第 二 章 那 样 ， 可 以 给 出 Bf 及 By 的 具体 表达 式 . 

由 (11.4.3), 易 得 Bj, 等 于 


rls—1) 
2 


aj 
Ye チュ ラー チュッ 0 


1 な 
EE DCE の 人 。 | sin の sin 1,0, 
A 時 a ees NED 
sin .・・・sin 8,, lod cos の)( eS 
で — cos の 6(M + 1)98, 
1 一 cosd, 
sz- 
ーー 
BNNCD(N + 1 Ca 


320 趟 1 
) 40,...d9, 


| 5 meg の < sinl,0, sinO,... sinO, 


6 一 cos (N 十 9 ユー cos(N + 1)0, 6 
1— cosg, ( 1 一 cos8, 

ls “ey 1 
1 一 cos0, ・…。 1 一 cos9 


(1 一 cos9)" ブ の 。・…。 (1— cos 9 
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于 是 Bj.…。s 可 号 为 


qi a » Gy 
(な 一 15 1 1 
2 2 By Fy Hg 
TT TR TT TT 11.4.4 
WO の OM FR | > (11.4.4) 
2 2 !, 旧 * eg 
这 里 
28 一 人 [ (1 一 cos 0)" sin 26 sin 9 
Zar コー ョ 
(: ー cos (N+ 1) gg 
1— cos9 8 


要 证 明 ， 当 P= 0,1, 2 ぅ パー ター 159 す 9 富 。 ね ちの うち 时 ， 
有 
1 十 2 


gg = (—1)*2-(+y > 〔 一 1 
了 ニ 0 


よー が Ca て 10zー タ キタ 
《4# 一 2b 一 1 十 和 (4 十 2)1042 一 2 十 24 
11(4 な ター 2p)1(4n 二 2s)! kik 
事实 上 , af 可 写成 
(一 1)2 "fo 工 人 (1 — ei) nC 一 gitN TR Yinta 
Zr 由 -= 


+ eiGnti-p- NIHDGDHNO( pilg DD cia geil 


= (一 1)22 "OHm ェ 1 (1 — sn] 一 Nh) 
rl Zee J izle 
eq PNGatD( 1 十 る )2z 。 


此 处 3 一 rci 


由 于 
(1 = Pg 0 | a i 十 る う 
ーママ や (ーー (An 2p + A!(tn +t 2)! 
ke 19 glitz 一 2p)1(4n 十 2 一 5 
© 十 了 
56-YOn+D+(N+Dr+g-g2 > > (一 1)* 
k=0 5=0 


(4n ー 2 み 二 1!(4 ヵ + 2)! Non DN Hg 


At(44 — 2p)1(4n +2— 9! 
代入 上 上 式 有 近 , 加 以 整理 , 即 得 (11.4.5)。 
以 d1.4.5) 代 (11. 08 就 有 :， Brg 等 于 


(1 の ^((4 が 土 2)! 7 


gy(D(W 十 1D72TD(4 う 14 ー 2)・…(2 ぁ 十 2)1 


和子 


dt b> (一 也 5- (dn 站 )!1(4 ヵ + 2 も ) 


ETD (% オー 131 (hn a en 
这 里 
he Nr Tl) ho (N+ hs 
も ー が MG24 キ 1) ls (N+ Ds 
ft な ね な キョ ュー は 1。 の hf tl. 
如 约定 a 当中 > 6 時 。 就 用 。 等 
《一 0 (2 + りり 
BND CN 4 1 D(C4p) 1 (47 = D4 (25 + 2)! 


1r+2 s+2 
人 4 nt 
< >) > 《一 DieCn .Ch 


hd fn 
Rn (tl} Kem (Ht) 


nt Ct 
を ター1 と 二 一 


・C (4 ヵ 七 2 (4 十 2 も 2 
・det( み reizsa 


这 里 
di fn 二 D 


(和 十 一 (二 二 
当 2 9 
Pe 


di == 1, 当 i = 4。 
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而 这 又 等 于 
(C2n 十 17178 


(4z)1(4a — 2)1°* 《22 一 2)1gyV( の CM + 1)”2+D 
pf? n+2 
>! re あみ (一 1 )* > Ta -Cnt 
Ri kt ad 
127 十 っ ー つ っ 2 な 土生 
ct Cs (2 ぁ 十 衝 2 ーー。 (2n 十 大)3 
ュ エ pgー* | | ER 


(2p + "(2n + k 
所 以 , 最 后 eit Bi 等 于 ( 杭 祖 琪 , 陈 广 晓 121) 


(DF 2 (2 + 1)1)*(2 一 1)1(2 ヵ 一 3)1 一 3!11 
puM(D(A 十 1)7 "72(4 ヵ )1(4 ヵ 一 2)1…・(2z 十 2)! 


4 な ー ス 邊 一 2 


S33 >) (— tn Ci .Cnt 


#1=D = 
> (nr-1) みみ ー(gー リ 


wth ,Crt We 填 M2z ヶ 十 1) 一 (WV 十 1) 


・ 
た ュ な ー1 ks ァ ー1 


ュー いっ 2 な ー1 + NC2r + カー 1 う )』ー カ ), 


・ と 


其 中 
i NR PAN EE 
fl, 2 が 。 
由 于 3 所 以 Bn 等 于 
(1) 3 (1 + 1)1 )" (24 一 1)1(2 ょ ター 3)1・ー・311! 


(CM 圭 1)72r す 8(4 ヵ )1(4 が 一 2)1…・(2z 士 i 
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4 十 2 .+2 
ゃ > a. > (一 1 すす な Gra a Cn 


=D n= 
ky テーtsー5) まるみ ー( ゅ ー1) 


・ と 


Na 填 M(22 1) 一 V+1) 


ます なー ユ gs—1 


Ns 1Dー(N 十 1)』)。 


$11.5 用 Cesaro 平均 得 到 的 通 近 
设 U,V 为 USp(2#) 中 二 点 ， 


U = お VV = (Vi) 


于 是 U,V 二 点 之 间 的 欧 氏 距离 的 平方 为 


dUV)— > fe 一 Vi = ul(U — VC — VP) 


すす デミ 
ー tT — UP’ — VO'). 
车 UF' 的 畦 征 根 为 ee の 。 ーー) の 5。 ce io 那么 


の (CO。 了 ア ) 一 4 六 (1 cos@). 
1=1 
设 xD) 为 USp(2n) 上 连续 函数 , 称 . 
(eo 8) = ma |4( ひ ) 一 &(P) | 
为 xD) 的 连续 模 . 
若 stDU) 在 USp (2 ヶ ) 上 连续 , 且 ww;y8) = OC5*)， 则 称 函 
数 x(D) 満足 Lipschtz 条 件 , 记 作 w(U)€ Lip p， 
如 同 第 四 章 的 办 法 一 样 , 可 以 证 明 ( 搞 祖 琪 , 陈 广 晓 [2]》 
定理 11.5.1 若 々 (ひび ) 是 USp(2n) 上 的 连续 函数 , 且 z(O) 6 
Lip pl0 <p ゃ < 1), 则 它 的 Fourier 级 数 (10.3.3) 的 《cy 0) 平均 的 
第 V 項 >,( の ) 满足 


G) 若 (2 ぁ 。+ エ 10e 一 2% キ 2 テ ぁ 。 吊 
の ) — 3 WW) = ON; 
Ny 
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〈《⑫) 若 (2。 二 1)g 一 2 ヵ 土 2 王 ぁ 。 吊 
n= (U)} = ON? lnN); 
N 
《3) 若 (2z 十 1)e 一 2z 十 2 二 pgp， 则 


uCU) ーー > (U) = O(N 2 ntDe), 


$11.6 Poisson 技 及 Abel 求 和 


在 $11.3 中 所 定义 的 Cesaro (cy ae) 核 (I11.1.3》， 当 ec 趋 于 无 
穷 时 ， 即 成 为 Poisson 核 , 
に (1 a 2)7 20 すり 
の 2 de イオー テ の ) 
这 里 0 所 rf 二 1,U € UsSp(2n). 
设 世 的 特征 根 为 の 。・・ 99。 那 名 


て 11.6.1) 


de(7 ー ヶ の ) = [| G キ アー2zcos9)。 (11.6.2) 


PU) = 7,(D) = P, (UN), (11.6.3) 
本 节 主 要 证 明 ( 陈 广 晓 , 资 祖 琪 [3]) 
定理 11.6.1 若 z(D) 是 USp(2n) 上 的 走 筐 級数 , 那么 ， 当 
Pe 1 时 4 有 
- 1 
で | 
趋 于 w(D), 这 里 UE USp(27). C 为 USp(2w) 的 枉 积 。 
为 此 , 先 证 以 下 二 个 引 理 
引 理 114.64 着 UE UsSp(2n), 日 册 (111.1) 所 定义 ， (显然 
満足 (11.1.2)), 那么 
PDDU 一 27Ge4odet- す お わ (』 オ FH, (11.6.5) 


这 里 生 = エエ 
1 一 ヶ . 


uwU)P ww (11.6.4) 
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证 ”要 证 的 是 
(1 CR Yy2]20n+9D 丫 


De 27(35 二 上り 
(det(7 — rU)detC1 — +U'))”+3 
・det(7 十 評 )-@+ お お 記 , 
由 于 i 
UU-{ + — IR Tt, (11.6.6) 
所 以 


1I—rU=[( /il + HI — iH) 

I—rU =[Q— DI CL rH + RH); 
于 是 
det(7ー テ の )det(7 — 7U’) 

一 det(1 一 7? の 7 十 《1 rE dat + HL 

1 十 7 "r+D ] 
站 二 (ユエ た | 

及 第 十 章 的 引 理 .10.1.1, 即 得 (11.6.5). 

由 引 理 11.6.1, 立刻 可 得 , 当 0 志 + 二 1 时 ,有 


由 于 


1 ーー、 ; 
去 | Pa 1。 ' (11.6.7) 
设 UEUSpC2n)， 则 可 表 为 
U= Ve ei, er, en, en], 
这 里 ア E り S が 2 ぁ ). (11.6.6) 中 的 互 成 妨 
9 0 | = 
|gー C—O 
| le 2' 2 9 っ 8 っ 
如 果 8>0， 
uH = 2 > は < 2, (11.6.8) 
= . 


记 为 H 之 86， 如 (C11.6.8) 不 成 立 , 記 旋 >s, 由 喪 変換 (11.6.6) 
决定 的 及 适合 (11.6.8) 的 UE USp(2n) 的 全 体 , 组 成 USp(2n) 的 
单位 矩阵 的 一 个 令 域 , 记 之 为 5;。 要 证 
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引 理 11.6.2 当 r 一 1 时 | 
1 と (の) ひ ーー Qie) 
趋 于 零 ，. 
证 在 (116.6) 之 下 ， 积分 (11.6.9) 化 为 


2mTedet- す お (7 + RS, 


当 ァ ー1 時 ーー * 一 00， 故 得 引 理 11.62。 | 
定理 Be 的 证 明 ， 
由 (11.6.7) 知 
の 1 "Ce の (の ゅ CO) 
二 Mi (の 一 の DP の 2 C11.6.10) 
因为 ulU) 是 活 续 函数 ， 给 了 1 > 0, 存在 s > 0 使 ゅ eS。 时 ， 
luCwU) ー a(U)| < 8/2。 (11.6.11) 
将 (11. 各 10) 的 右边 的 积分 分 成 两 部 分 


1 了 
CC (| UPG + ) 8 7>， 
由 (11.6.11) 知 
2 1 ー 
Il < すさ に と (る うみ < 8/2. 
另 一 方面 ， 当 UE a 时 ， 可 取 ヶ 充分 接近 1 ,使 


1 | 6 
C De 


这 里 M 是 lu《U)| 在 USp(2n) 的 上 界 , 于 是 


hl < 2 - py 8/2。 


于 是 得 到 : 给 了 5 > 0， 当 ”充分 接近 1 时 ， 
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| ze の うち (の) ゆー ulU))| <8. 
3 ち #(2m) 


を N 
ど 
定理 证 完 . 
在 下 一 节 中 将 证 明 : USp(2n) 的 Poisson 核 可 以 展开 成 (る) 
的 一 致 妆 敛 级 数 、 即 


(の) 一 う ) pONOXCD), (11.6.12) 
IP fa 
但 0 和 + 和 7 二 1. 而 
pr) = 


我 们 称 


1 


PT 和 
が (の PL, C11.6.1 3) 


う ) ggC)eCC/ ゆ CC)) (11.6.14) 


He 


为 u(U) 的 Fourier 级 数 (10.3.3) 的 Abel 求 和 , が て) 称 为 Abel 求 
和 的 系数 。 由 定理 11.6.1, 易 见 , 当 > 一 1 时 ， 
ez) 一 ]， 
”省 > 一 1 时, 如 果 (11.6.14) 收 分 于 4, 则 称 w(w) 的 Fourier 
级 数 (10.3.3) 可 以 Abel 求 和 于 4. 
显然 , 如 果 (11.6.12) 得 证 , 由 定理 11.6.1, 可 知 , DSp(2 ぁ ) 上 
的 任 一 连续 函数 可 以 Abel 求 和 于 它 自已 。 


$11.7 Poisson 核 的 展开 


本 节 将 沿用 钟 家 庆 [2] 中 的 母 通 数 方 法 , 具体 算 测 Abel 系 
数 ， 证 明了 2sp(2z) 上 的 连续 函数 可 以 Abel 有 求 和 它 自 己 。 
引 理 11.7.1 车 Ue USp(2n), > ta 是 # 个 独立 实 变 


数 。 max |i| 志 + 二 1,. 
1«ijan 


gg 一 dt 一 の テキ ヨー2 ぁ cos9 の )。 (11.7.1) 
x=1 


II (1 ー 9 2) K+ CU Os ら ) 


) < た = 人 2 一 一 一，(11.72)》 
让 "gn 
中 GG-w 
<k 
其 中 の Ca。 の tn) 等 于 
ュー ュ ーー: 
上 3 3 し 
ie (11.7.3) 
1 一 上 =! 
fl 3 9 fs 
证 若 の の 是 局 的 特征 根 ,， N > pn， 出 
sin 9。・ い ・。 sn の PNG “ Pi 
| 
| 
sin 1.0,» "sin 月 | 0 8 
9 N 
DP snmd, ーー Dsin m6, 
m= 1 m=1 
= SA 多 
a 
> 1 sins0,, +**， > i ! sin m9, 
m=1 m1 


由 (11.7.1), 可 让 入 -> co 得 到 
>) UD 


了 
等 于 


1 


sin 反 …・sin9。 [| (2cos9, 一 2cos の 4) 


すべ た 
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sin 9, sin 9」 
1 オー2Acos6 1 + 42 21,c0s, 


sin 0, sin 月， 
1 ボロー2。cos6。 5 1 + は 一 2 cos の | 


1 
(C+D + [| (2c0s0; 一 2 cos On) 
1 
1 和装 | 
Zr お £ = 
一 一 :一 cos 办 1 一 一 -cos 由 
キキ お 十 红 
1 1 
5 [』 
ー - 3 らち cos の 。 1 一 ログ cos?。 
IT 十 到 1 十 如 
利用 华罗庚 [1} 中 定理 1.1.4。 
1 1 
TP 
1 — x 1 一 yr 
1 a 1 
ュー 
1 ーー ryn 1 一 Yoys 


= D>, や Ss *。) の (か St ma) 


I[ TQ ~ ;7 


jl k=1 


知道 (11.7.4) 等 于 
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(11.7.4) 


(一 一 一 到 =) 
站 1 十 好 ] 十 经 


G+ の …G+ め TO ーー 
PC 区 て] 


II (て (テー)(1 CO— #4)) 


一 — ーー 


1 II 《1 十 中 一 265cosg0kt) 


本 (87 — tC — DD) 
ji 尼姑 
B1'' "Ba 


即 得 (11.7.2)。 
引 理 11.7.2 设 s 守 #4,…*,1 是 个 独立 实 变数 ，D < 
USp(2n), 
Bi™— (あり) = de チー りう 
Ft{s,, 7 * 5 と ) ry I (CC; FT み )(1 ry Lt) ) 3 
よさ 
那么 
Eth 5 WU) (11.7.5) 
i すう Li 
其 中 OH, GS | を) 等 于 


在 十 + 一 mw 一 : 年 テ ーー! ー ゅ ー ーー i 
tr Ot Bs Tg Sa A 


wor 


に 


而 Temi =,2, 
证 用 归纳 法 , 当 ょ = ゃ 時 , 即 为 引 理 11.7.1. 假定 (11.7.5) 
对 于 *( 兰 pz) 成 立 , 来 证 411.7.5) 对 于 * 十 工 亦 成 立 , 即 
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Paul hi) DOC et (11.7.7) 


Bi “bstt fifo0 
其 中 On, の っ を Fi) 等 于 
『 チャー ts i 
BT a ,Ts ey TI 
キオ テー ョ キュ ー カ ー 


ー 一 他 一 上 
了 


将 (11.7.8) 按 最 后 一 列 展开 得 
fF 二 1 
Oink, 1 ちょ 2 C—1) Tit i | 
” Gin， うお > いて > ry 


込 里 ち 表示 ぉ ヶ 不 出現 . 因此 ， 《11.7.7) 右 边 等 于 


+1 
2D DIT 2 
j=1 fe oD 


KAD Oa Bs th). 
由 归纳 假设 , 故 (11.7.7) 右 边 等 于 


> TT tH 
i ちっ "ちせ 
由 恒等式 ( 钟 家 庆 [21)， 


A 


F(t, En 1) pd 了 (11.7.9) 


ーー 


js Ts TT Tg; 
上ル に 
トナ ge 


a a に 
Le FT es hit Tg 


. (11.7.10) 
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由 (11.7.9) 得 (11.7.7) 的 左边 等 于 
#9 HT ai Ti 
E183” » "phi on 較 (11,7.1 ゆ 
| Ti tdi | 


若 能 证 (11.7.10) 与 (11.7.11) 相 等 , 则 引 理 11.7.2 得 证 , 由 


gi™ 区 (T; ー2zcos の 6) ーー・・ ぅ 


其 中 未 写 出 的 项 是 六 T# "Gm 一 1，2， …・ ュ が) 的 线性 组 合 ;六 此 
T= TH" TY TH (gt T+ 
其 中 未 写 出 的 项 是 上 7 で (mm 一 1。2,…* ぅ 5) 的 线性 组 合 , 因此 
(i1.7.10) 号 (11.7.11) 相 等 。 年 時 。 
车 令 s 一 2x 十 1， 则 


nt+i 


1ー ち 
及 4) = > CU) Ot PE sat 


B1* “ * Ear+1 カタ ーッ 0 DC tah) 
(11.7.12) 
其 中 の 生れ | mt) 等 于 
J +n n+ 可 5 
i > 上线 ,， TT, 7 了 
JE PE デコ | 局 3 
fa 4 了 


(11.7.13) 
(11.7.13) 各 列 的 TF(1 志 wm 所 4) 可 用 1 十 训 代 痊 而 其 信 不 变 . 
由 (《11.7.1， 在 (11.7.12) 中 。 令 二 一 FL 有 jiS 安 2n 十 1J， 则 (11.7.12》 
的 左边 为 
(1 = ue 
deCft 人 (チー テリ) 「 
此 即 USp(2n) 的 Poisson 核 (11.6.1); 而 411.7.12) 的 右边 变 为 
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っ) XUV) lim Qh tt) 
jr 


bd 
タウ チョ >0 の (ちょ > すす 
ccr< フ ォ +1 


这 就 证 明了 (11.6.12), 而 且 


NDoKr) 一 lm Ort は RW (11.7.14) 


は] 7 
Tc2 ゎ 1 4 や ， ちょう 


落 令 二 一 rT;, 我 们 有 ( 陈 广 晓 、 贺 祖 琪 [3]) 
定理 11.7.1 USp(2n) 的 Poisson 核 P,(U) 有 展开 式 (11.6.12)， 
且 (11.6.13) 的 Abel 求 和 系数 p'(r+) 等 于 


det (9 の Fn 


M( お が pds 站 (ri 3Tanti)s 
JS 


这 里 
の = tmnt 当 了 一 1 2 十 1; 
G = ri 当 了 一 2 十 2 727 十 1. 


11.7.15) 
《11.7.15) 中 的 行列 式 可 号 为 
1 
> 4 pss Hm tH 
msmn= 0 
f+ in ー 
Tl! 2 TI" TP TF 1+2m, アキ 2(2 Drm» rtm 
EE トコ 一 ?十 ] 十 2 一 0 十 2 
2 も 


用 Mf fa Po Ph “Po 表示 


Fn 
[rt 7 5 Tintnt2, thotrtt, ‘> hnti | 


Hn トー アキ 如 十 了 二 1 yo+1 


fm 2nf1 ぅ 1 
Cg 

i Ti Tat DTI TH) 

< 2 二 


由 此 又 得 
定理 11.7.2 OSp(2z) 上 和 任 一 连续 函数 x(Z) 可 以 Abel 求 和 
于 它 自己 , 且 (11.6.13) 中 的 Abel 求 和 系数 pi(r) 等 于 
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ula 
N(f) tm mes 
MCh et fa, 0 2 の > 41m29 °°*» ZH125)3 
基 中 指 醒 集 ち 満 足下 列 条 件 : 
1 
2 対 任 一 対人 54),1 和 ち を な 圭 26 二 1 一 ん 号 
# 一 了 十 2jmi 都 不 相同 . 
利用 华罗庚 恒等式 ([1], 14 页 , 定理 1.2.4): 
h(x), 二 | 
《一 | 


ri Tf) 


mnt1} 
2 


Do 


fCx) > … (») 
lp, …, 


vn 


fC, Cr) 
又 得 
. 定理 11.7.3 pf(r) 等 于 
ECr), tr) 
(—1" FCr), ーー を rr) 
MC の 5 26…(22)5 | Oo * 
Pr), SCr) 


这 里 
dd = 5 
Ear tr Gr) = aa 
rr ei 


和 5 間柄 導 : 符 Tower 六 数 、-。 


$ 12.1 球 求 和 的 积分 表 法 式 し a ュー ュー 

如 同 第 五 章 那样 ， 我 们 不 仅 可 以 考 虐 西 守 群 上 的 Fourier 级 数 
的 “ 方 体 " 求 和 ， 也 可 以 考虑 在 0S が 2 ぁ ) 上 可 积 省 数 x(C) 的 
Fourier AN 3.3) 的 球 求 和 , 此 时 ， 把 (10. 3. 3) 考 起 为 . 


的 


之 | - eCcei の >. ” 12.1.1) 


m=0 fi 


・ Fe + em 


设 pm の 是 定义 在 0 雪上 < oo 上 的 一 一 个 国定 函数 ， 満足 
*(0) 一 1， 所 谓 在 9 意义 下 的 球 求 和 ，, 乃 是 考 悪 に 


> lr”) CCD (2.12) 
=0 R; 7 ウー デカ 0 


当 R っ % 时 的 极 陋 , 这 里 


$0 一 和 全 二 i ロタ エラ. 
ri) 
CD 一 全 あぁ (Lm rt tcc DD 2.13) 
ETY R DL 
mi HZ 
白 (10.3.4)， 咒 (r+ ,UV》 可 以 写成 
son "UP, DD), GL) 
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此 处 


) hie" fa \ 
MP 
の あり 57G3) 的 体积 :一 ー 
设 纪 的 特征 禄 为 の 生 1 祭 陸 っ 要 证 


FwMO の (ご ee 


Jiapzl . Qsr— DI 3.11 


Je -oC ei kg う 人 .12.1.6) 


1—r’ 
pC im < 
此 处 PC8) 1 一 2reos9 二 リー 


事实 上 , 由 于 ss 
二 PF0( の = (1 2 rtpi-t sin 18, 


‘= 2 (CENT OAD 


i1=1 こ 
将 ES 进行 Laplace 展开 ， 得 到 
hh, 3 人 rin 
i や 2" Bh, > お な 
た | 


- lr | 1 rin ーー 
sin 8,, ・・・。 sinlo, 0 
sin 8,, sin 49。 . strtl) 


Gr itt II り II {8 一 7 i 
i 三 1 + ny. 
neet ーー (27° ps 還 2 二 
= 1 >? rirt tinN(f) (2 ヵ 一 1! ー ・31 1 tieCh, て 7)， 
tl : 


除 以 让 Qn 一 DE 3 11 s(n て 2 1), 即 得 (12.1.6)， 和 著 
ON ja( な > バッ ?2, 1)。 喜作 g(9,> … っ 9 う 。 基 


= 253・ 


Fouricr 级 数 为 


A (12、 1 2) 


テラー 


由 Bochner [1]。 如果 w) 在 每 个 有 限 区 间 都 绝对 连续 , 且 


人 lp Ta < co， (12.1.8) 
则 有 
3 Vm ily 
= R | ge( り OCR)27 Q2.1.9) 
这 里 
Led 
人 
gt の = (3 [ge 十 > っ 9。 十 9) の 。(12.E、10) 
HGR) ーーーーー ln) (urR) CurR du, 
25 r(2) 5 7 
2 
(12.1.11) 
而 7,(s) 是 第 一 类 上 阶 Bessel 函数 。 表示 球面 如 十 . 十 介 一 1， 
gg。 表示 球面 的 体积 元 素 . 
但 是 (12.1,9) 的 左边 就 是 


> > 内 Ce) rit aN (st 4 7)。 
し ゴリ の cm キー 0 
所 以 


Flr = _g( の ge(ZR う の 


の 
sg(#s Sys 1) 


-wa fr … lg@+ め 


2 カー・ っ 2 っ 19 5 
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0 


12.1.12 
目下 ee 
这 里 二 一 (> …・ ぅ 5。)。 上 ー (所 キー の + 38. 


由 Q2.16, 哲 gt > 6。) 的 値 代 入 Q2.1.12)。 把 行列 式 
展开 ， 并 假定 ， 当 上 < 委 ow os SS 2 一 1 時 。 


(人 ae (22- CR 


ーー 0, 12.1.13 
Es, Mi I= も 
进行 分 部 积分 , 则 得 . 
rf 一 
Si (一 の " 本 = (3) 
Flr w) Dlns 2 1)502 2 1) 2 
fn th + 8) 0 (BE, 2) 
Oss a 
ee dE Es (12.1.14) 
这 里 
9 -8 
日 5 Od 


a 


人 
引 理 12.1.1 投了 Cg) 是 到 次 连续 可 徽 的 实 函数 (8 > 0)，, 那 
aoe 


og, vn 2.1.15) 
证 由于 


么 
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(a 全身) 


We CD) 5 se (12.1.16) 


- 2 
省 略 号 中 包含 的 项 可 窟 成 

Pe Hi rt os 2 
二 


的 形式 、 这 里 常数 ep 仅 与 二 ,有关 ;而 天 一 1 总 委 2， 
… 二 2 并且 至 少 有 一 个 不 等 号 成 立 。 故 和 关中 必 
有 相 同 者 . 故 将 人 12.1.16) 代 人 到 (12.1.45) 左 过 后， 省略 号 中 包含 
的 项 组 成 介 为 堆 的 行列 式 ， UL 1.15) 的 右边 ， 
证 毕 .. . 
自 引 理 12.1.1 得 到 | 

Dr ++, 1)s(n, et 

| ee + :PC0, + 5) [> | 
この (ューー・ ュ を 。 う の ーー すき 。。 {12.1.17) 
如 果 将 ぁ 分 解放 「 

w=PAP:, PeéUSp(2n), 

の ] 
把 和 的 对 第 线 上 元 素 1 の 9。 e-9] 分 成 一 组 ， 组 与 组 之 间 进 行 置 
换 ， 在 一 些 [cr ec] 由 e 淮 与 ci 尘 互 换 , 所 有 这 些 置 换 o 者 
可 以 通过 Vst(2z) 中 的 方 阵 进行 相似 变换 , 这 样 得 到 的 对 角 阵 记 
为 4, 而 命 


Fr w) = 


= pA, Pp, 
作出 所 有 可 能 的 必 , 共有 2"・ ヵ ! 个 , 把 所 有 的 Ke の 相 加 , 除 
以 27・z1。 记 作 ##(wB)， 于 是 ，- 


ゅ (9 っ の 9。) 一 二 人 PC の 2 の 1 の 2 (12.1.18) 
うー p(24 ei 
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是 9.，-…,9, 的 对 称 偶 函 数 , 由 (12.1.4), 有 
re | oF 0) 了 


レン バー レコ プン) 


> sss っ 1 2 に 29。。 
将 (12.1.17) 代 入 上 式 , 由 Fubini 定理 得 到 
T(r 1 


ァ ぅ ど 一 一 -一 -一 一 
) 一 の (Ws 2 1 < .2 《2w)= 


る 


a | 人 gu (01s ar 


2 xz 人 > Da - ーー 
EW 
.p ま 3 317 ”3 3n ep 
,01 + 5) Pl, + 59 ] 1 
dE, dd dO (12.1.19) 
上 式 右边 等 于 


hi 


D(a,- "5 フッ Dar 2(2m)" ー 


la 2 I PC9; + $7) ー 


ロ < a HC(&R) > PD vee 
> : CE 5 き 。) (あげ な En! | の を, dt,a8, 9_。 


让 + 一 1, 由 Lebesgue 从 属 定理 及 Zygmond 关于 多 重 Fourier 
级 数 的 Abel 永和 定理 (Zygmund [1])。 (の ) 等 于 

(DT に だ 

D(z:* 2, 1)2- ~ nf2°7! 


OG … っ 5) ( 


| aa je ・ 2,1) 


mn 1 : 


em orGk. [| pul—E)selns .2,1) 


Dlns 322, Diat | 


3 HER)| ge 
OE,, ・ ぅ ち 。) (二 ) が つ 人 6 な 。。 
(i2.1.20) 
手 是 得 到 ( 際 耳 晩 > 握 祖 環 [41) 


定理 12.1.1 若 z( ひ ) 在り Sp(22) 上 可 积 ， 那 么 它 的 Foarier 
级 数 (12.1.1) 按 Pp 意义 下 的 球 平均 (12.1,2) 可 以 表 为 (12.1.20) 的 右 
边 , 其 中 jot) 由 (12.1.18) 给 出 , 但 ゅ (の ひ 必須 満足 (12.1.8) 肥 
(12.1.13), 并 且 在 每 一 个 有 限 区 间 绝 对 连续 ， 0 对 连续 
可 向 次 . 

由 Chandrasekharan-Minakshisundaran [1]，xsf)》 还 可 表 为 


(9"R ai 
ーー ie 2121) 
这 里 
sf 
40 (| se いい っ 2 1) Pulin) Olen) 
2z2 の 
(の YY HoCR) 
(2) ーー dan, 12.1.22) 


这 里 We ns) 
由 于 9() 一 "0(m), 若 令 Rt 一 2 天宮 CU) 还 可 表 为 


(の TG ) Re 
ra RIDE) 


・ 9 2g )* et (8) ( Ht a g。 。 (12.1.23) 
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容易 证 明 : 特別 取 x(Z) we 1 时 , 当 R 安 mw 时 , 人 (UV) 一 1. 
所 以 当 R > mo 时 , 对 可 积 消 数 s(U) 与 它 的 球 平均 总 (D0) 之 差 
k(O) 一 居り) 可 表 为 


Ed 
【一 六 ?了 (0K 
D(n, Mu 1)2・ -a mE 


* 0( -3 Fn) に 5 


ゅ が (一 5)z(g ュ 21) 


) 1 


に HL 


(2.1.24) 
这 里 
gH ~ 二 人 CD 一 wweDD)1e] 2.125) 


【US 029)] 


5122 一 条 一 般 收 全 定理 
w(U) 一 式 (U) 还 可 表 为 
rr に (二 ez du 
Dn, ーーー) 1) 27z【2w3 の ud wu 
3 KC 1D 好 (人 9) Qh > 929g 廊 (12.2.1) 
这 里 # 由 (12.1.25) 所 定义 ， 
優 役 当 まつ の 時 
| エキ キロ ー ョ d a H (a) i} = 
PP (0 一 OCT p> 0, (12.2.2) 


将 (12.2.1) 分 成 二 部 分 


COT (Ze (中 を [。) あら 


の (z。ー・。 1)27 タ 12 ・ oT 
取 MM(E), 使 得 
R" /MOCR) tH? = o(1),。 (ER)/R = 6(1)。 (12.2.3) 
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Ri tan 


这 样 的 MCR) 是 可 以 取 到 的 ， 例如 取 MCR) ~ 。 由 于 
| fn (ry De (EG ・ CGN 


故 
Do 个 


由 (12.2.3) 得 ムー o(1). 
ye (0) erm om 


好 et 


Re mg) = OCR™/(M(R)) "+?). 


ee a 


由子 CO 連語 PD 0. 这 就 得 到 


I 2 


由 (12.2.) 得 到 
绝对 可 积 , 而 由 (12.2.4)，| 有 | 一 > KU. 

于 是 得 到 

定理 12.2.1 若 z( り ) 在り Sp(2 ヵ ) 上 连续 , 它 的 Eek 级 
数 在 ?意义 下 的 球 平均 (12.1.2)， 记 作 县 (Z)， 在 下 列 条 件 下 ， 当 
:及 一 20 时 , 绒 ( 如 ) 收 伍 于 AP): 

G) eC) 在 任何 有 限 区 间 绝 对 连续 ,县 满 足 


ie! fd < 00; (12.2.5) 


ん ) 二 


ーー 


SG 


Ht du 


Gi) 由 9(9) 决定 的 各。(12.1.11) 满 足 


(的 -ea 
‘Usl に 181 一 oo 


当 1 < fw ーー 及 当 x oo 时 
* 260・ 


の "RH. ー(4 ヵ 2 二 ロ 十 お ] “a 「 チ ラブ 
| 
而 p> 0。 

由 于 = 0G1) 的 证 明 未 用 到 CD) 的 其 它 性 质 ， 因此 
Fourier 级 数 按 了 意义 球 求 和 是 “ 启 部 ”性 质 。 


$12.3 ”三 种 球 求 和 及 收 伍 性 定理 的 证 明 


如 同 第 五 章 那样 ， 我 们 还 是 著 虑 这 三 种 求 和 法 ， 部 : 5 次 
Riesz 求 和 ，Gauss-Sommerfeld 求 和 及 Abel 求 和 | 
1) 5 次 Riesz 求 秆 , 这 时 - 

ーー 当 0 委 上 < 
w の 1 当 ょ > 1. 
这 时 候 ， 当 R=> mo 时 


He = HG) = -2+ TG +4) on 了， 4 
」 7 2 
这 里 (の (の /"。 面 第 一 の) Pe mm 于 是 
DS eo 


るー ます +t 


.2 PG@ +1) LC(—1" 2 GE) 
CD 


-5- +1 nt 


* Te Fn? Cx) てこ tw ). 


ョ 6 シッ ャ テート の 7 加 6 


(3 (3 ー 0 (gm 0 


udu ut 


于 是 定理 12.2.1 中 的 条 件 (12.2.7) 满 足 ， 而 条 件 (13 2.5) 及 (12.2 2.2.6) 
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是 显然 满足 的 . 
2) Gauss-Sommerfeld 求 和 , 这 时 ゅ (の 一 ee 当 RR > pie 时 
eR nt Ph 
Hy 一 HEC#) 一 RS 
rr 


mof Rt 
が 


(3 (9)- 


に 
= 2 , ei = OC tat , 


志 任 意 タ >0 都 成立 . 
于 是 定理 12.2.1 中 的 条 件 (12.2.7) 满 足 ， 间 样 可 以 验证 条 人 性 
《12.2.5) 及 (12.2.6) 是 显然 满足 的 . 
3) Abel 求 和 ， 这 时 (の ーー のち 当 下 学 mo 時 。 
ve 
eR tn 一 1)1 rt 


2"-2 (r は) 1 十 和 


の MCE 


a な ー』 


He = HECK) 一 


Yo 


_ Gー リ DI(ーD" ntl) Gat 3) (ma 
ロー ス な いい 2 
る (7™(S)) 
. (1 十 の の) に ) OCu- ArtntDy 


所 以 定理 12.2.1 中 的 条 件 (12.2.7) 满 足 ,而 条 件 (12.2.5) 及 (12,2.6) 
是 显然 满足 的 。 
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最 后 得 到 。 


定理 12.3.1 车 xDZ) 在 USp(2n) 上 连续 ， 则 它 的 Fourier 级 
数 (10.3.3) 可 以 Abei，Gauss-Sommerfeld，3 次 Riesz 求 和 它 自 己 ， 


2 ーー 
但 ぉ > 宅 ーー 中 
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的 调和 分 析 


$13.1 引言 

存 本 书 的 第 一 部 分 中 , 论 讨 臣 群 上 的 调和 分 析 时 ,重要 的 出 发 

点 之 一 , 是 把 西 群 り 。 = U(n,0) 看 成 为 多 复 变 数 第 一 类 典型 域 

Ri—= Riln,C) = {ZI1 — 2 ター 0,Z 为 nn X + 复元 素 方 阵 } 
的 特征 流 形 ,。 从 弦 1(x,， C) 的 Poisson- 华 核 PI(Z ,U) 出 发 , 华 罗 
康 [2] 得 到 了 U(r,C) 上 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 . 

在 本 书 的 第 二 部 分 中 ,讨论 旋转 群 上 的 调和 分 析 时 ,也 是 按照 
上 述 华 罗 庚 的 观点 进行 的 。 把 正 交 群 の ( ヵ ) 着 成 为 实 变数 第 一 类 
典型 域 呢 :(n,R) 一 1X|1 一 XX 沁 > 0,X 为 4# X + 实 元 京 方 阵 } 的 
特 征 流 形 , 从 宛 :( ヵ mR) 的 Porsson 核 P(x,T 了 ) 出 发 ， 也 同样 可 以 
得 到 SO(z) 上 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 ( 陆 记 儿 [1], 钟 家 庆 
[?])。 这 也 成 为 旋 装 群 上 调和 分 析 的 出发 点 之 一 ， 

在 本 书 的 第 三 部 分 中 , 我 们 在 前 几 章 中 已 经 建立 起 了 西 辛 群 
sp(2n) 上 的 调和 分 析 , 但 还 未 用 到 上 述 的 观点 , 我 们 得 到 USp 
{2a) 上 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 所 对 应 的 Poisson 核 , 是 从 
CSp(26) 的 Fourier 级 数 的 Cesaro (c。e) 求 和 所 对 应 的 Cesaro 
(c， x) 核 出 发 ; 让 4 一 co 得 到 的 核 . 

是 不 是 也 可 以 像 第 一 、 第 二 部 分 那样 ， 可 以 找到 一 个 有 界 的 
域 , 它 的 特征 流 形 就 是 酉 痊 群 OSK2 ヵ ) 呢 ? 华 罗 丙 时 就 指出 : 
の Sp(2p) 实际 上 是 四 元 数 体 上 的 西 群 , 并 可 看 作 第 一 类 典型 域 

RO = {2 一 (#4):1 一 22' 0 ze 为 四 元 数 } 
的 特征 流 形 。 和 由 此 出 发 ,我 们 也 可 以 通过 建立 起 RI(9) 的 调和 分 
析 , 求 得 SpK2z) 的 Poisson 核 ， 这 个 核 与 第 十 一 章 中 得 到 的 
Poisson 炉 是 完全 一 致 的 ， 
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这 一 章 的 内 容 就 是 讨论 四 元 数 体 上 的 第 一 类 典型 域 的 调和 了 
数论 。 这 项 工作 是 由 陈 广 晓 完成 的 ( 见 陈 广 政 [2]). 

孙 继 广 [1] 曾 讨论 了 四 元 炊 体 上 的 典型 域 Rn(0) 的 调和 函 
数 汐 。 同 時 下 明 了 。 四 元 数 体 上 的 三 美 典型 城 GO か 。: Rn(O}。 
Rn(O) 分 别 是 让 .Cartan 的 不 可 约 大 范围 黎 曼 对 称 空间 分 类 表 
を 参 賠 S$. Helgasan:[ 中 spCms あう お) X spkn), SD キ て (2 ヵ )/ 
pn) 和 gz: CD/z(z ナ 的 等 价 符 阵 表示 。 因 此 我们 将 要 讨论 
的 是 不 可 约 的 域 . 


$13.2 四 元 数 体 0 上 的 方 時代 型 - 


Re 令 9 为 实数 城 及 上 的 四 元 数 体 ,元素 了 一 “一 纱 一 六 二 下 
称 为 元 素 うす すら て なす 的 共 綿 元素 . 191 = 匀称 为 


2 的 绝对 值 ， 4 — > Ga 十 の 称 为 g 的 实 部 ， 记 为 Reg, 用 の * 表 


示 体 吕 的 弱 法 子 群 . 容易 证 明 ， 全 体 绝对 值 为 1 的 四 元 数组 成 @* 
的 痪 位 子 群 C, 0*/C 二 Rt+, 而 4 141 为 自然 同 构 . 在 华 罗 典 、 
万 哲 先 [1 中 建立 了 一 般 体 上 的 行列 式 理论 ， 把 它 应 用 到 2 上 ,可 
得 2 上 的 ? 阶 方 阵 4 的 行列 式 的 如 下 性 质 : . 

工交 换 4 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 de 不 变 ; 

II. 将 4 的 某 一 行 ( 列 )， 左 ( 右 ) 乗 の 中 的 元素 の 则 dec4 小 
成 149|detd; 

111. 将 4 的 光一 行 ( 列 ) 加 上 另 一 行 ( 列 ) 的 一 :个 磊 ( 右 ) 倍 狼 
则 ar 不変 。 

由 于 痘 的 二 阶 方 阵 表 示 


2 十 十 wtiyyV. , 
て: ri, "ーッ )é M0), 

8 3 - 13.2.1) 
诱导 出 从 环 M(x, の ) 到 (2 ぁ 。 C) 中 的 (忠实 ) 表 示 


cpkca > Cgc en. . (13.2.2》 
容易 验 汪 - he ee 5 
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det イー vdetr (4), (13.2.3) 


定义 ”适合 
UU' 一 了 (13.2.4) 
的 = 阶 方 阵 称 为 西方 阵 ,适合 
H=H (13.2.5) 


的 = 阶 方 阵 称 为 Hermite 方 阵 , 显然 + 把 西 群 U(n,8) 忠实 地 表 
示 2 阶 西 辛 群 VSp《2n), 而 把 只 有 映 为 适合 


FD Ta ED, (ムー7 x (0 


的 22 阶 Hermite 〈 复 ) 方 阵 , 用 Ri(n,0) 表示 
{ZE Mn,0):1 一 Z2 > 0}. (13.2.6) 
即 8 上 的 第 一 类 方 阵 典 型 域 ， 如 果 互 为 Hermite 阵 , 戸 >0 表示 
rH) > 0. 
定理 13.2.1 设 z& Ri 0), 那么 存在 り 。P6 の ( ヵ , の ), 
使 
了 sy 一 [1 -1]， (13.2.7) 
其 中 0 和 4 过 1. 
证 设 Y 一 ZZ， 候 定 Z 非 异 , 则 マー0. 设 寻 为 r(Y) 的 
最 小 特征 根 , 由 (13.2.3) 知 
det(Y 一 1447) 一 0， 本 
由 华 罗 吐 ,万 哲 先 [1] 第 三 章 47 知 , 方程 i 
(Y — ANDe = 0, lel=1 


有 解 ,( 列 向 量 (q,，*…… ,qo) 的 模 为 V34;5;)。 利用 列 向 量 的 
Schmidt 正 交 化 ， 可 得 一 以 “为 第 一 列 的 西方 阵 WW ， 
YW = WI[A,Y,] (= YY > 0)., 
因此 , 让 归纳 法 知 , 有 UE U(x,0) 使 
イイ リー PPEESY >. 
故 アー 人 な 4 UZ 为 再 方 阵 , 使 (13.2.7) 成 立 。 
如果 2 退化 , 则 UZ 有 堆 行 向 最 ,而 非 零 疝 最 归 一 化 后 , 成 为 
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不 完全 正 交 向 量 信 。 再 用 行 向 量 姓 的 Schmidt 正 交 化 ， 括 它们 扩 
充 成 一 组 本 基底 , 故 存在 酉 方 阵 V 使 
む び Z ア イー A, 
关于 体 0 上 的 微分 运算 , 我 们 有 下 面 一 些 法 则 : 
WE ERD CB COE 
用 Bg 4 G。 8 ?ox 4 あみ ) 表 形 式 答 分 和 


于 ,并 令 


に (0 
容易 验证 , 对 实 函 数 C2) 、 
gz(z) = 4Retr(Bznu + d2). (13.2.8) 
用 4 Reur(92・Y(Z)) 表示 98 矩阵 值 函 数 Y 的 形式 散 度 . 
2, 如果 2Z, 一 4 コ 2Z B71, 那么 对 于 实 消 数 w, 实 矩 阵 值 函 数 
R, の 知 降 値 否 数 Y。 分 别 有 
Bu = B. Bu. A, 
tl RY 一 rrC8・92・4・) (13.2.9) 
Retr(62 ・Y) 一 Re tr(B・62・ ゴ ・T). (13.2.10) 
(13.2.9) 的 证 明 ， 令 Tag 为 0 中 把 a 行列 元 素 改 为 1 得 
到 的 矩阵 ， 两 矩阵 的 (ge) 元 素 相 等 可 写 为 
| tr(yeoc) — uD) 或 (cyop) = (DT,g). 
由 于 形式 些 阵 等 式 8z, 一 8， 6z* 4 依 分 量 相 等 , 故 得 (13.2.9)。 
借 ss Tag> ag 之 助 亦 能 证 得 (13.2.10)， 
3. 4 为 常 双 值 阜 阵 ， 从 形式 运算 


是 qd) -Re gs 
a 
Bz 2 

可 得 . . 

AZ = (Re tr イプ)・ 了 92・ オ クー ーー (の (3.2.11) 
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A ZT Re A', 624 ダーー a 「 ' 


la 


4, 对 实 国 数 z,z 有 
9 の 2(zz) 一 nrBzp 十 zyBz ーー 
on A Bzf (1u) = f (uy0zu, 
又 从 (13.2.3)， 5 ~ 
(det Z) つ 2(dct 2) = Re tr Za 2 (13.2.12) 
| (det Z) = (det ZZ. 
$13.3 ln,D 的 连续 运动 群 调和 算 子 


GS=1{xE ed NE =m K, det. 2 71m]} 
Pp (13.3.1) 
a Ne {I 1 の 。 We UC Dy : (13.3.2) 
则 N 为 G 的 紧 至 子 几 ， 把 x 写成 a i 
し SI i A", B=— お の) 。 C 一 CM, りー DM, 
‘© の a 0 
(13.3.3) 
Se の ピロ 本 A’ ， ・ 一 で " 9 ee wi ， 
2 -人 (本寺 か BG 
| BD" - — CA™ = プー C ， 27 五 " 一 De 2 
導 最 映 射 ー 


0:G う ァ ー お の 6 Rl, 0O). i 
由 (13.3.4), (13.3.5) 易 得 c(z) = (xi) 的 主要 条件 。 z(x-'x,) 一 
0, 或 x mE 入， 由 此 易 证 ,0 诱导 出 左 陪 集 空 间 G/N 到 Ri(g。 の ) 
上 的 一 対 一 的 満 映 射 ど , 因 此 得 到 , 群 で 依 下 面 的 意 叉 在 
Ri( ヵ の ) 上 可 递 . 

た : Ri(n,0) うー た (Z) — (4Z + BCCZ + De RC あの) . 
此 变换 把 Z。= 一 415 映 交 原点 . 易 知 ,把 Z。e Ri(n,8) 变 为 

Z =P UZ — ZD — 22)71R, (13.3.6) 
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PP el ZZ RR'=1— ZZ . 、 (13.3.7) 
保持 原点 不 动 的 变形 . | 
| グー UzV (U,V EUlr,0)) . . {13.3.8) 
在 U(x,8) 上 可 递 ， 変形 13.3.6) 保 持 U(n,98) 不 变 , 因此 , 保持 
点 Zo 不 动 的 子 群 在 Ul， 9) 上 也 可 递 ， 由 定理 13.2.1 可 得 
定理 13.3.1 Ri(n,0) 的 运动 群 由 变形 (13.3.8) 和 
Zi = MAICZ — 27ー AZ) NM (13.3.9) 
演 成 , 这 里 
A= [1,, っ 4 ]， M — tm “3 ma], 


0<h en 人 PP 
”下 面 计算 is。 の ) 的 Laplace. 算 子 . 
役 分 (13.3.6) 得 
dZ, 一 PCI — ZZ aZ(! 一 TER 
因此 
8z = RI — ZiZIOT — ZZ)P™; (13.3.10) 
5z = PC —;202: 8 一 ZZIR TI (13:3.10)" 
迄 蜂 知 降 92。・ あ 不在 大 的 短 降 上 才 和 分 計 算 利 Laplace 
算 子 在 原点 处 变 为 . 
16Re r(@z8。 ) a 
可 得 
. 定理 13.3.2 Ri(n,9) 的 Laplace 算 子 在 Z = Z。 处 的 值 等 于 
"16Re に rt の 2 テー Z。 を り 68:z) 


ZH 13.3.11) 
其 中 % 人 913: 2 的 意义 作 月 于 和 头 所 指 的 变 元 。 
证 - 由 (13.3.7) 以 及 ， I 
Re u(AB) = Re (BA), | 
并 应 用 $13.2 关于 8 上 微分 运算 公式 ， 既得 (13.3. 11). 
例 设 n 一 1， .Ri(1,0) — {ge9, | < 一 1 
-了 (98) = {gl 一 1 Laplace 算 子 为 
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ed 一 の 1 ー の の な すう (6 芳 す 及 


“= {1 -2p sf ーー が ーー ポー?) 
EE pb) 
Ba お が Bx By 
da Ou Ou Ou - 
co az 外 
Laplsce 算 子 (13.3.11) 还 可 写 为 
16Retrf(T 一 2 到 2Z)6z(T — ZZ) 8。 uy 
+ 8Re tr{ (1 — ZZ CZ Bu + Ou 2)},(13.3.12) 
基 中 箇 天 表示 8z 只 对 9z 施行 微分 运算 
定义 在 Ri(s,0) 内 适合 RerAzz 一 0 的 突 当 数 &(Z) 称 
为 Ri(a ぅ り ) 内 的 调和 函数 ， 
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i 
$13.4 十 类 调和 况 数 的 极 信 原 型 | 
6Ri( ヵ の ) 表示 Rn 0Q) 的 边界 .LL" 表示 使 了 一 ZZ' 的 秩 
为 > 指点 所 成 的 党 合 . 于 是 8Ri( ヵ の) 为 无 公共 元 素 的 集合 
LD び ( ヵ 。 の ), と ゆい 。 + LD 
的 和 集 。 仿 照 华 罗 庚 [11 中 $5.8, 引入 7 盖 的 概念 : 对 于 任意 两 个 
给 定 的 西方 阵 U,V, 称 形 如 
U{i*-",Z,]V, Z,E Ri(r ,0) (13.4.1) 
的 点 所 成 的 点 沫 为 一 个 ” 盖 。 于 是 L" 的 每 一 点 属于 一 个 + 盖 ， 
不 过 任何 两 个 + 盖 可 能 有 公共 点 。 假定 实 函数 e(Z) 定义 在 
Rey ON\U(n, 0). 对 和 任 一 点 Z, 的 任 一 * 盖 (rr > 0) (名 ) 有 二 
阶 连续 偏 微 商 。 现 在 讨论 在 点 (13.4.1) 上 Retr Azw(Z) 的 值 ， 由 于 
(13.3.11) 在 到 = り ZY 下 不 变 , 故 只 须 研 究 Rew Azx(Z) 在 形 如 
Eien Zi]， Z; を RCr ぅ り ) {13.4.2) 
的 值 即 可 。 易 证 , 在 (13.4.2) 的 各 点 , Retr Azu(Z) 简化 成 为 
Retr{ 0 (0— ZB (LI, ZD (の ー ジ 72) (13.4.3) 
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Re trAzw([Joe-2sZ,])。 
定义 一 修 突 束 数 x(Z), 具有 上 述 微分 性 质 ,在 Ri( ヵ 。 0 へ 
U(n,8) 上 适合 
RetrAze(Z) ーー 0。 (13.4.4) 
旦 在 Ren, O) 上 连续 的 函数 称 为 5 类 调和 函数 类, 
定理 13.4.1 每 一 个 三 类 调和 函数 必定 在 びり (xz> 9) 上 取 最大 
值 (或 最 小 值 ). 
仅 须 证 每 一 调和 函数 在 边界 上 取 极 值 即 足够 。 因为 在 
と の (0 <r 二 wn) 上 一 点 的 问题 与 在 Ri(r。 の ) 上 的 问题 实质 上 是 
等 价 的 。 先 证 
定理 13.4.2 ”如 果实 函数 x(Z) 在 RI, の) 内 具有 二 阶 连续 
偏 导 数 , 且 在 Ri( ぁ , の ) 内 
Re trAzu(Z) > 0, (13.4.5) 
则 x(Z) 不 能 在 iC ヵ , の ) 的 内 点 取 最 大 值 . 
证 ”假定 x(Z) 在 一 内 点 Z。 取 最 大 值 ， 换 变数 , 可 以 假定 
Z。= 0. 由 (13.4.5)， 


8: 


uzZ) > 0, (13.4.6) 
,B=1 97。z9z』 Zo 
由 于 x(x) 在 > 一 0 取 最 大 值 , 改 
の xz) so 
Dz gO Zag z=0 
与 (13.4.6) 矛 盾 . 
定理 13.4.1 的 证 了 明 ， 变 
M= max u(Z), 
| ZEBR] nO] 
而 在 内 点 Z。 处 ， 
| . Wu(Z)>M+s, {13.4.7) 
作 


CZ 一 以 Z) + CZ — ZD (ZZ)), by>0) 
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那么 利用 $13.2 的 公式 , RetirAzus(Z ) 等 于 


Retr Azir(( ア ー ク (ター タグ 。) う 
一 2yRe rr(7ー ZZ)Re (I — ダグ) 
+ 2yRe tr2'ZRe tr — Z'Z) 
— 2z・5r(2 — ZZ)>0. 
结 定理 13.4.2。 gs(Z) 不 能 在 内 点 取 最 大 值 , 但 是 


max ZI EM+ mx tr((Z—20) (2Z— ZD; 
ZEBR (n,Q) 


ZEar(y。Di 
unCZo) 一 z(Z。) >M+E. 
牙 当 ? 充分 小 时 ， 
8 
unCZo0) の io いと 下 


故 zm(Zu) 必 在 RiCn,9) 的 内 点 取 最 大 值 ， 这 是 矛盾 。 故 (13.4.7) 
不能 成立 即 在 RI(z,9) 内 , (2Z) 志 MM. 

可 有 如 下 的 推论 ee 

定理 13.4.3 ”两 个 8 类 调和 函数 , 若 在 U(r,90) 上 相等 , 则 它 
们 在 itn, の ) 上 恒 等 . 

定理 13.44 ”如 果 一 个 专 类 调和 函数 在 Ri(z,O) 的 内 点 取 最 
大 值 (或 最 小 值 ), 则 它 一 定 是 常数 . | 

我 们 将 在 下 一 节 求 出 皇 类 调和 函数 的 Poisson 积分 公式 ,于 是 
り ( ヵ 。 の ) 是 Ri(z, の ) 的 特征 流 形 的 断言 得 到 证 实 . 


§ 13.5 Poigsom 核 和 Poisson 公式 
变换 (13.3.6) 在 U(x,0) 上 引起 的 变换 为 
U,=PICU— ZG — ZR 
ーー ジ Z) つ (DOー ZIRT, (13.5.19 
其 Jacobian UD 称 为 Ri(#， の ) 的 Poisson 核 (参阅 华罗庚 [4]), 
记 为 区 Zuo)， 我 们 有 
定理 13.5.1 Ri( ヵ 。0) 的 Poisson 核 P(Z UU) 为 
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( de7ー タ 2 う 9 WV 13.5.2) 
det(7ー Z’U)det(1 — U'Z) 
证 微分 (13.5.1) 可 得 
dU, = PI — UZ UC — ZIU)TR, 
所 以 
UaU, = RU 一 ZUC — ZIU)TR, 
即 
SU = RO UZ UG — ZU TR, 
此 处 5U, 一 UrigU,,， 6U = UdU. 
由 定理 13.2.1, 存在 . 厂 ,， WE び ( ヵ ぁ 。 の) 使 
(7ー ZU R= WL (13.5.3) 
此 处 エニ 01, 
故 
WSU,W, = L(WIEUW)L. 
利用 第 十 章 中 的 结果 , 可 得 
D, = の (det と う 全 お 。 
从 (13.5.3), 得 
内 detR yr 
P(Z。 り ) = (detL Yt PP ya 


由 于 (13.3.7)， 
(detR): = det(l — Zs20) = de — を ZZ5)。 
det(1 — ZU) = detC — 5B'2), 
故 得 定理 ， 9 
ーー 定理 13.5.2 若 在 Ri(w, 0) 的 一 个 变形 (13.3.6) 之 下 ,Zi， 
UU 分 别 变 为 Z2, り > 那么 

P{Z,,U2) wn PCZ UPOZ, EL (13.5.4) 

证 由 Poisson 核定 义 ， 
の ー P( グ どう PZ UD) Us 
U; 一 P(Z DZ) 六 

故 得 (13.5.4)。 
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由 Poisson 核 的 定义 , 可 得 其 调和 性 . 令 
Q(Z,U) 一 RetrrAzPp(Z ,UU). 
利用 调和 算 子 的 不 变性 及 (13.5.4), 易 得 
RetrAzP(Z， U,) = (RetrAzP(2,, UD) * PCZ,, U,), 
特别 当 Z; 为 0 时 , Z, 一 2Z。， 故 
Ql(2,, U,) La O(0。 UDP(Z,, UD). 
易 证 0(0。 U2) 与 り 。 无 关 ， 记 为 e. 对 恒等式 


| P(Z。 り ) ひ ー C。 
Ul 


(Cs 为 way の ) 的 体积 ) 在 积分 号 下 求 微分 , 可 得 
Ol(Z ,OD = 0. 


x 


故 
9-1 ee PC(Z ,UU = と と 。。 
U(r:Q) 


因此 。 一 0， 即 

RetrAzP(Z ,DZ) = 0, (13.5.5) 

于 是 , 并 未 用 到 PCZ , Z) 的 具体 表达 式 , 只 用 到 其 可 微 性 , 证 得 了 
定理 13.5.3 Poisson 核 PCZ ,了 ZE) 是 2 的 调和 函数 

积分 号 下 求 微 商 , 便 知 び (z。 9) 上 连续 函数 e( ひ ) 的 Poisson 

积分 | 

の ー | 


是 一 个 调和 函数 , 不 但 如 此 , 还 要 证 明 
定理 13.5.4 Poisson 积分 (13.5.6) 定 义 的 xZ) 是 点 类 调和 函 


eg plU)P(Z, の) (13.5.6) 


数 . 
证 ”只 须 证 明 下 面 两 式 
lim wlZ) = pr), (13.5.7) 
。 A r 
im CZ) 一 2 en DPCZ ,UND, 


{13.5.8) 
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其 中 PZ 如) 为 Ri(z 一 1。 の ) 的 Poisson 核 。 
证 先 证 (13.5.7) 当 # 一 1 es 这 就 是 要 证 


a = 一 (1。 (13.59) 


* 1 

i C， | 9 リー 
这 里 4 为 U(1, 0) 的 体积 元 素 . 0 

ター の ロー の づつ 。 (6 ー(2 一 10(2 十 1))- 

易 证 ， 当 ? 辻 びり (1 の 0) 一 {一 1} 时 , Reh 0 4 辻 所 有 " 印 成 数 " 
证 十 1 十 和 3， 而 且 

qdg ™ 6g = 2(1 + Dat 十 上 

4 -21 一 のち 


a re 
ー2・4e 0 ー 2 (13.5.10) 
を る ー(2 一 の (1 一 gg の の の 」 あー ューー か 则 (13.5.9) 又 可 写 
成 
外 二 人 CD2G 一 三 各 一 4o， CCD 一 (9)， 
或 


rt 1 一 a 
lm で 。 四 s( 1+p 2) = 
但 由 税 分 (13.5.10) 的 第 対 収 島 及 ゅ (の 是 走 续 的 , 获得 上 式 . 

用 同样 方法 可 证 : (I3.5.7) 当 ぁ > 1 的 情 形 、 《参阅 第 十 一 
音 ). 

先 证 


limu([ps0, っ 01) = ーー 


ュー | w([1。0,1) び ,。(13.5.11) 
ー1 Uts~l の) 


H={(U— DU+ ee (13.5.12) 
Us= MCU — [ps0° PDO 一 [20 DIU) NM 
2735・ 


H, = LHL, 


其 中 ルー ロー mp], テー J +2, . 
: Nl1—pe 
于 是 | . 
U, = P(AUUV, FH = HCdet L)= Tt2, (13.5:13) 
其 中 4 一 [eo,0"-9]. 但 ( 参 昭 第 二 章 ) 
U = 2Ydet(7 一 の すき 了 


U, 一 2" det (7 ー Ff ) hs 
此 处 N= dimU (がい 一 dimU Sp(27) 一 2(22 十 1)。 
市 《13.5.11) 化 为 要 证 
1 


> ここ 一 上 -1 nN ーー E72N\—{2n+1} 7" 
jm 一 1 ,weC 訪 と つ う 2Pdet ブ ーー 所, 


— (te。 打 2 — HR 0 
C, li : 


一 3 | 加 pO0,BI)2"-D -dder( I ーー が )-G の 3 診 
Ca - CH) 


(13.5.14) 
但 是 第 一 个 等 式 可 由 4(Hi) 的 连续 性 及 积分 
| 2Yds(7ー H+ = 1 
的 绝对 收银 性 推出 、 第 二 个 等 式 可 由 第 十 章 中 求 C。 Wi 到 的 递 


推 公式 推出 。 

这 样 , 我 们 证 明了 (13.5.7), 《13.5.8) 沿 特殊 途径 成 立 ,由 定理 
13.5.2 及 一 致 连续 性 , 知 沿 任 伍 途径 取 极 限 , (13.5.7), (13.5. 8) 世 
能成 立 . 

由 $13.4 及 定理 13.5.4 知 , 关于 Ki( ヵ 。 0) 的 Dirichlet 问题 ， 
其 解 由 . 


| PPS sO 


zy》 = 


唯一 给 ! 出 。 
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特别 取 ターz7z (0 で 。 一 1),， 则 当 P -> 1 时， 见得 西 辛 群 
の 3 が (2 ぁ ) 上 的 Abel 求 和 收敛 定理 ， 如 果 p(U) 在 Uln,8) 上 连 
绪 的 话 , 而 这 时 所 对 应 的 核 就 与 这 里 所 得 的 Poisson 核 相 一 致 。 
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结 束 请 


本 世 讨 论 了 三 个 最 重要 的 紧 致 李 和 群 , 即 再 群 、 旋 转 群 及 西 辛 群 
上 的 调和 分 析 ， 以 @G 表示 这 三 个 群 中 的 任意 一 个 。 

本 书 内 容 可 大 致 概括 如 下 : 

由 于 任意 紧 致 李 群 的 不 可 约 表 示 的 全 体 是 连续 函数 的 完整 
正 交 系 ， 所 以 在 G 上 的 连续 疯 数 ulg), ge G， 都 可 以 展开 成 
Fourier 级 数 。 . 

1 把 西 群 看 作 多 复 变 数 第 一 类 上 典 列 域 1 一 Z Z' > 0 的 特征 
流 形 , 由 手 典型 城 有 Poisson 核 ， 由 此 导出 丁 群 上 的 Poisson 核 ， 
将 Poisson 核 按 特征 进行 展开 ， 就 得 到 西郡 上 的 Fourier 级 数 的 
Abel 求 和 . 

同样 把 旋转 群 看 作 实 的 第 一 类 典型 域 1 ホエー ズ XX">0 的 特征 
流 形 ， 由 于 实 典型 域 有 Poisson 核 , 由 此 可 以 纏 出 旋 革 郡上 的 
Poisson 核 , 将 Poisson 核 按 特征 展开 ， 就 得 到 旋转 群 上 的 Forisr 
级 数 的 Abel 求 和 ， 

同样 把 酉 辛 群 看 作 四 之 数 体 上 的 第 一 类 典型 域 1 一 Z2Z >0 
的 特征 流 形 , 美羽 西 群 和 放 装 群 可以 得 到 西 辛 群 上 的 Poisson 核 
以 及 西学 群 上 的 Fourier 级 数 的 Abel 求 和 . ' 

这 样 所 得 到 的 Poisson 核 , 都 是 正 的 ,有 5 郑 数 人 性质， 用 群 表 
示 及 和 挎 阵 积 分 的 技巧 ， 可 以 完全 定 出 展开 的 Poisson 核 的 系数 的 
具体 表达 式 , 并 且 有 

定理 1 若 x(g) 为 G 上 的 连续 函数 ，geG， 则 x(8) 的 
Fourier 级 数 可 以 Abel 求 和 于 它 自 己 . 

2 在 这 三 个 群 上 , 都 可 以 构造 出 Cesiro (ce) 和 , 与 Abel 
和 不 同 ,这 个 CesaroCc ,a) 和 是 有 限 项 的 和 ,其 相应 的 Cesaro(z , a) 
核 是 半 正 定 的 , 且 具 有 十 分 简洁 的 形式 , 当 e 趋 于 无 穷 时 , 即 为 上 
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述 的 Poisson 坊 , 并 有 全 有 

定理 2 着 ntg) 为 @G@ 上 的 连续 函数 ，geG， 则 kg) 的 
Fourier 级 数 可 以 Cesiro (c :eg) 求 和 于 它 自 己 , 但 < 有 适当 限制 

若 z(g) € Lip P, 则 可 以 得 到 Cesaro (ce) 和 g(g) 之 误差 的 
估计 . 

这 样 定义 的 Cesaro 和 的 系数 都 是 可 以 具体 算出 的 ,， 龙 其 当 
4 一 1 时 ,就 得 到 Fejér 求 和 ，, 其 Fejér 核 是 定 正 的 。 

3 在 这 三 个 群 上 都 可 以 定 出 其 Fourier 级 数 的 部 分 和 及 入 
应 的 Dirichlet 核 , 并 由 此 可 以 给 出 相应 的 收 倒 判 别 法 ， 

定理 3 若 zg) 为 C 上 的 连续 函数 ,geG， 则 w(g) 的 


Fourier 级 数 的 部 分 和 收效 于 它 自 己 ,但 a(g)e で "(0 <PD)。 
这 里 NN 等 于 G 的 维 数 减 G 的 独立 变动 的 特征 根 的 个 数 . 

此 外 还 可 以 得 到 一 些 Fourier 级 数 的 绝对 收 伍 的 判别 法 。 

- 部 分 和 与 x(g) 之 差 为 

n si ln! 
of max (EEN ) 応 , a 

这 里 为 G 的 独立 变动 的 特征 根 的 个 数 ， 

4 在 这 三 个 群 上 ， 都 可 以 定义 其 Fourier 级 数 的 “ 球 求 和 ”， 
并 由 此 得 出 “ 球 求 和 ”的 积分 表达 式 , 且 有 

定理 4 若 nu(g) 为 G 上 的 连续 函数 ，g8eG， 则 Cg) 的 
Fourier 级 数 可 以 Abel、Gauss-Sommerfeld 及 8 次 Ricsz 求 和 于 它 


自己 但 (dm 6 一 1). 


问题 是 ， 上 述 这 些 结论 ， 对 一 般 的 紧 致 李 群 是 否 成 立 ?” 例 
如 : 如 何 构造 紧 致 李 群 的 Poisson 核 ，Abel 和 及 相应 的 Abel 求 
和 定理 ;如 何 构造 Cesaro (ze) 核 及 Cesiro (csc) 和 及 相应 的 求 
和 定理 ;对 其 Fourier 级 数 的 部 分 和 如 何 定 出 相应 的 Dirichlet 核 汶 
及 其 收 和 伍 判 别 法 :“ 球 求 和 "的 积分 表达 式 以 及 相应 的 收 伍 定 理 等 
等 ,都 有 待 进一步 研究 。 
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附录 ， 紧 致 李 群 的 表示 


1. 模 表 示 


若 3 为 任意 集合 ，: 开 为 域 怀 上 的 有 限 维 向 量 空 间 , 若 对 5 中 
' 尾 一 元 素 c, 用 上 的 一 同 态 Ke) 与 之 对 应 , 则 称 ( 狐 ,P) 为 域 
' 玉 上 的 一 个 3 模 , 显然 一 个 5 模 是 带 瑾 世 的 运算 及 集合 3 的 运算 
:的 加 法 群 . 

二 个 3 模 ( 少 P) 及 (Fs) 称 为 同 构 , 若 存在 少 与 更 ,之 
间 的 同 构 1, 使 得 7cP(y) 一 Poco)e7 对 每 个 ce3 都 成 立 . 

特别 , 当 S 为 群 E 时 ,上 为 G 的 单位 元 .一 个 3 模 ( の 2.,P) 称 
为 G 的 表示 空间 , 着 : 
1) Plor) 一 PCo)eP(r) 对 任意 G 中 的 ot 都 成立 。 
2) Pe) 为 多 的 单位 映射 . 
显然 PKc-D 为 PC) 的 逆 了 映射 , 若 ( 少 , ぢ ) 为 群 G 的 表示 空间 , 上映 
射 P 称 为 6 的 表示 , 多 的 维 数 称 为 P 的 阶 . 

有 时 我 们 简单 地 记 (多 ,P) 为 到 

若 (多 ,中 为 群 G 的 表示 空间 , 对 少 选择 一 组 基底 {el,*……， 
< 小 , 二 是 对 每 个 线性 同 态 Plo) (re G) 可 和 表 为 一 4 阶 矩 阵 多 
(0) = (xij)，, 其 系数 由 下 面 式 子 给 出 : 


ぢ (c)c, 一 2 プリ 内 


显然 P(oz) 一 了 (o) P(r), P(e) 一 工 ( 单 位 矩阵 )。， 反之 , 任 一 
将 G 陕 人 到 以 KX 为 系数 的 4 阶 矩 阵 的 映射 声称 为 S 的 (4 阶 ) 表 
示 ， 如 果 PCor) 一 PCo)P(r), P(e) 一 7 成立 ， 前 一 种 表示 称 
为 抽象 表示 ， 后 一 种 称 为 矩阵 表示 ， 若 矩阵 表示 下 是 由 于 对 抽象 
表示 P 的 表示 空间 选择 了 基底 而 得 来 的 , 则 称 多 为 P 的 矩阵 形式 ， 
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?为 站 的 一 个 抽象 形式 。 显然 ， 任 何 和 矩阵 表示 至 少 有 一 抽象 形 
式 , 任 一 阶 >0 的 抽象 形式 至 少 有 一 矩阵 形式 . 

群 で 的 二 條 抽象 表示 Ps P, 称 为 等 价 的 ， 若 它们 的 表示 空间 
是 向 构 的 , 群 G 的 二 个 矩阵 表示 了,, 了 ; 称 为 等 价 的 ， 车 存在 一 正 
则 和 矩阵 + , 使 得 

Bl = rf Cart 
对 每 个 o€ G 都 成 立 (这 导出 多, 了; 有 相同 的 阶 )， 容 易 证 明 : 若 
逢 降 表示 多 ,多 是 等 价 的 , 则 它们 有 共 疝 的 抽象 形式 , 且 名 的 每 
个 抽象 形式 等 价 于 $, 的 每 个 抽象 形式 ; 车 P,, P, 为 群 9 的 阶 数 相 
同 的 等 价 抽象 表示 , 则 Pi 的 任何 矩阵 形式 , 等 价 于 P; 的 任何 矩阵 
形式 . 

车 (名,P) 为 任意 5 模 , 多 中 一 向 量子 空间 8 称 为 5 不変 
的 ， 如果 PCy)O ご の 对 每 个 o€5 都 成 立 ， PKo) 在 9 上 的 政敵 
Plo) 是 2 上 的 一 个 线性 问 态 ， (Op) 是 一 S$ 模 , 称 为 (多 ,了 P) 的 
一 个 子 模 , 若 < 为 多 的 任 一 向 量 , PCo)e 模 8 的 剩余 类 只 依赖 于 
= 的 剩余 类 e*。， 记 PCc)e 的 列 余 类 为 ACo)e*, 则 Alo) 为 多 i0 
的 线性 同 态 , (9P/0,4) 为 一 8 模 . 若 少 为 群 G 的 表示 空间 ,8 
为 一 不 变 子 空间 , (9,P) 及 (2/2，。4) 都 是 G 的 表示 空间 . 

若 8 为 正 维 数 的 $ 模 ( 少 ,) 的 不 变 子 空间 , 可以 逃 押 . 少 的 
基底 Ce ea 使 得 。， > 区 9 的 基 庶 . 若 ze ゞ , 表示 
Po) 以 cs っ ea 为 基底 的 矩阵 形式 为 

Blo)} N(o) 
Fas ac 
此 处 gifc) 与 Ako) 分 别 为 阶 为 及 了 一 ”的 扼 阵 ，NGc) 为 >X 
(a 一 +) 知 降 . 逢 許 あ (o) 代 表 在 9 上 的 履 第 表示 (の 以 te ゅ ーッ 
er} 为 基底 ); 矩阵 ACo) 代表 Plo) 在 名 /8 上 诱导 出 的 同 态 (2/ 
0 以 剩余 类 Crit "Eg 为 基底 )， 

车 更 ,8 ,之 为 一 S 模 的 三 个 不 变 子 空间 ， 有 如 下 的 Noether 
定理 : 

I 更 十 8 及 更 几 9 网 为 不 变 子 空间 ,和 且 (各 十 0)/8 间 构 
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FENPEND). 

II. 若 C0C こ CP, 0/R 旋 2P/ 的 不変 子 空 同 , 少 /O 
同 析 手 (22/8) {OQ!P). 

定义 1 一 个 S 模 22 称 为 单 的 , 若 其 维 数 >0。 且 开 的 不 变 
子 空间 只 有 {07 及 多. 

这 定义 包含 了 群 6 的 单 表示 空间 的 定义 ， 这 样 一 个 表示 空间 
常常 称 为 不 可 约 的 ，G 的 相应 的 表示 称 为 单 的 或 不 可 约 有 的。 群 G 
的 一 和 矩阵 表示 称 为 单 的 或 不 可 约 的 , 若 它 的 抽象 形式 是 单 的 . 

定义 2 一 个 8S 模 称 为 半 单 的 , 若 它 能 表 为 单子 寞 的 和 ， 

一 向 量 空间 的 子 空间 的 集合 {9.} 的 和 是 由 形 如 >， ei 的 向 量 


(c。e O。) 所 组 成 , 和 号 中 只 有 有 限 个 s。 关 0， 显然 一 个 S 寞 的 不 
变 子 空间 的 和 仍 为 不 变 子 空间 , 
零 维 的 s 模 考 虑 为 半 单 的 ,这 洋 一 个 模 看 成 和 >) 0。 时 , 4 


为 空 集 . 
命题 1 一 个 半 单 5 模 可 以 表 为 单子 模 的 有 限 集合 @ 一 {19} 


”的 元 素 的 直 和 : 2 = 9;, 若 我 们 有 这 样 的 表示 ,， 且 8 为 多 


的 任意 不 变 子 空间 ， 则 存在 @ 的 子 集合 go, 使 得 多 为 0 与 局 于 
@。 的 子 模 的 直 和 |. 

证 由 假设 , 到 为 (有 限 或 无 限 个 ) 单 子 模 的 集合 正之 和 ， 取 
锣 的 一 组 基底 ,基底 中 任 一 元 素 可 表 为 属于 集合 亚 中 的 子 模 的 向 
量 之 和 . 这样, 多 只 能 表 为 子 模 的 有 限 集 合 『, 的 和 . 在 所 有 能 
将 哆 起 为 子 覃 之 和 的 有 限 子 集 合 王 中 ， 选择 一 个 具有 最 少 元 素 的 ， 


例如 为 る, 若 0 ,0 为 @ 中 的 不 同 的 元 素 , 则 少 = 立 %. 


现在 来 证 这 个 和 是 直 和 -. 事实 上 , 若 有 关系 式 ヵ 二 th 一 0， 
jEQ(ISEIiISCND. 于 是 i 而 oN 

(9; 十 '… 十 8i) 为 8 的 不 变 子 空间 , 若 Cn 《9: 十 … 十 
0 = 0 则 9, 是 包 在 02。 寺 …・ 十 95 中 ,; 刘 9 十 … 二 0， 。 
等 于 ,多 , 这 与 @ 的 选择 相 了 矛盾。 由 于 9 是 单 的 , 放 の 1(O』 二 
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…・ キ の の 一 40}, 即ち あー0。 同样 可 证 方 一 01 和 1 所 从 . 
”车 0 为 的 任 一 不変 子 空 周 、 考慮 @ 的 有 部 下 性 原 的 子 集 
の : 史 为 0 与 @' 的 和 ( 例 2 取 为 玫 即 有 此 人 性质 ), 在 所 有 这 些 
子 集 中 。 逃 押 有 最少 人 数 元素 的 、 例 如 @。。 着 9:>…・ ふ の:。 为 
@。 的 元 素 , 与 上 面相 同 的 办 法 , 可 证 多 为 8，9i,,"……， 0;, 的 直 
和 。 

命题 2 若 多 为 具有 如 下 性 质 的 Ss 模 : 若 吕 为 贸 的 人 尾 一 不 
变 子 空间 , 则 存在 一 不 变 于 空间 9', 合 得 多 为 0 与 8' 的 直 和 , 那 
么 这 样 的 多 量 半 単 的 . 

证 若 . 少 , 和 的 所 有 単 子 模 之 和 , 由 侵 設 旬 为 . 殉 及 男 
一 不 变 子 空间 尺 之 直 和 , 若 dmR > 0， 尺 必 包 有 菜单 于 模 ( 例 如 
R 中 最 低 维 数 的 不 变 子 空 闻 , 郧 为 RR 的 单子 烧 )。 但 枉 疙 单子 神 守 
包 在 少 , 中 且 IE 一 10}.。 故 矛 盾 。 所以 R={0}, 多 一 
FP,. 

命题 3 若 咏 为 一 半 单 3 模 , 且 2B 一 09+ 二 01 一 
Qi 十-… 十 9%” 为 其 单 S 模 直 和 的 二 种 表示 法 , 则 及 一 如， 并 上 且 
存在 {1，…-,#} 的 一 种 排列 , 使 9; 与 Qaw(1 志和 所 有 彼此 同 


证 我 们 构造 排列 5， 若 0) 当 < えま (& 実り 时 已 定义 

好 , 且 有 如 下 的 性 质 ; a) g(D 关 50) 当 < で) で を b 当 > 大 
有 时，Q5w 与 0; 彼 此 同格 c) 有 

P= > Li 十 Hi 

‘< fok 

考虑 不 变 子 空间 

2 一 2 9so 士 2 DO;, 
由 命题 1, 存在 一 个 由 某 些 9; 的 直 和 所 组 成 的 不 变 子 空间 0', 使 
得 久 为 0 与 9' 的 直 和 ,于 是 0' 与 多 /9 同 构 , 即 与 94 相同 构 ， 
所 以 の ' 六 単 的 。 逆 の 为 9; 中 的 菜 一 个 , 钢 如 为 0%. 即 0' = 
0Q%， 由 于 85wCO 当 7 < 時 所以 亡き a) 当 i 之 时 ， 定 
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义 为 为 5(t)。 显 然 这 样 就 定义 好 了 (GD) 全 < 大 十 1)， 它 是 满 
足 上 述 条 件 ), b), c) 的 ( 以 を 1 代替 め . 

由 于 我 们 能 在 (1。…・。 4) 上 定 叉 単 値 画 数 ぁ , 故 ど 有 テ る 同 
样 可 有 疡 < 委 4 类 有 一 二 证 毕 ， 

车 多 为 群 G 的 一 个 半 单 表示 了 的 表示 空间 ，4 为 G 的 不 可 
约 表示 . 车 我 们 能 分 解 .2 为 一 些 单子 空间 的 直 和 ,计算 那些 能 导 
出 与 表示 相等 价 的 表示 的 子 空间 的 个 数 ， 由 命题 3， 这 个 个 数 
与 多 的 分 解 无 关 , 称 这 个 个 数 为 在 表示 PP 中 的 表示 4 的 次 数 . 

命题 4 若 ( 少 ,P) 为 在 一 代数 封闭 域 K 上 的 单子 模 , 若 所 有 
的 同 态 Fc) (oeS) 可 交换 , 则 多 为 一 维 的 ， 

证 若 o 为 8 中 任 一 元 素 ， 由 于 KK 为 代数 封闭 的 ， 故 存在 
4 &K 及 一 向 量 。 0。 使 得 P(c)e 一 we 成 立 , 若 8 为 满足 这 些 
条 件 的 向 量 的 集合 , 则 8 为 多 的 一 向 量子 空间 , 着 rES, ze の O。 
我 们 有 PCz)P(z)z 一 P(z)P(o)e 一 gP( て )z。 即 P(r)eE OG，8 为 
不 变 子 空间 , 由 于 多 是 单 的 , 故 9 一 更 , 换言之 , 对 每 个 o€ 3， 
存在 一 元素 4(o) € , 使 得 对 每 个 ze 学 , P(o)z 一 z(o)z 都 成 
立 , 所 以 多 的 任意 向 量子 空间 均 为 不 变 的 。 由 于 2 为 单 的 ， 故 
必须 与 由 任意 向 量 。 = 0 所 生成 的 子 空 同相 重合 。 故 dm ジー= 1, 
2.， 紧 致 李峰 的 表示 

若 G 为 拓扑 群 ， G 的 一 个 矩阵 表示 为 G 到 GL(n;C)( 复 表 
未) 或 ei R) ( 实 表示 ) 的 一 个 连续 局 态 . 

定理 1 紧 致 李 群 的 任何 实 表示 等 价 于 正 交 秆 阵 的 表示 ， 竹 
何 复 表示 等 价 于 酉 矩阵 的 表示 . 

证 由 紧 致 李 群 6G 的 复 表示 PCa), 记 

m0) ~ PO PO 

这 里 “” 表 示 转 置 , 显然 go) 为 Hermite 定 正 的 。 w(o) 的 系数 是 
5e G 的 连续 函数 ,不 妨 将 积分 正 关 化 为 | 1・gg 一 1. 记 


R= | の w 


を 27 ェ 


《 即 , m 的 系数 为 wc) 的 系数 在 G 上 的 积分 )， 由 于 wt(g ア 一 
a(o) 对 每 个 5 都 成 立 ， 故 吧 一 互 , 即 四 为 Hermite， 若 a。 为 
(= 为 表示 的 维 数 ) 中 任意 非 零 向 量 ， 我 们 有 | 


daa 一 | gmlc)}ado, 
-GG 


由 于 a(0) 対 意 是 正定 的 , 故 gaa)a > 0. 所 以 ng > ?. 
送 下 月 了 as, 为 正定 的 ， 因 此 a 为 一 定 正 的 Hermite 和 矩阵 . 
若 z 为 G 中 任何 元 素 , 册 群 上 积分 的 不 变性 ,我 们 有 


Fryaplr) = | Pr) BC’ PRT dr 
一 | PP)zー | の "fog = a. 


由 于 正定 Hermite 矩阵 m 可 写 为 吧 ， 这 里 x 也 是 正定 Hermite 短 
阵 , 记 Pr) 一 xpP(z)o-:， 由 于 gg 一 〆ーai 及 区 rui P(r) 一 
> 政 
Capa Daplral= I, 

也 就 是 ePCr)g-! 是 一 本 表示 . 
”” 若 了 为 实 表示 , 则 a 为 实 矩 阵 , 并 可 设 为 实 的 .于 是 gP(r)・ 
a ! 为 实 的 西 矩 阵 , 即 正 交 甜 阵 . 和 

系 紧 致 李 群 的 每 个 表示 都 是 半 单 的 . 

证 由 定理 1, 我 们 只 讨论 紧 致 李 群 6 的 祭 阵 表示 P 六 西 知 
阵 或 正 交 矩阵 的 情形 ， 

在 复 的 情形 , 考 虚 表示 空间 为 C". 若 多 为 任意 不 变 子 空间， 
对 所 有 和 的 ce EF, 使 5 一 0 成 立 的 向 量 7 组 成 C" 的 向 量子 空间 ， 
若 je 多, 则 

Pof 一 Po) <)7 = CD の 7ー0 一 
对 所 有 eK,g€&G 都 成立 . 改 龟 为 C?” 中 的 一 不 变 子 空间 . 
由 于 ze 一 8 导出 < 一 0, 故 Sn = {0}. 
若 {fey，-…yei 为 到 的 基底 ,向 量 je . 氏 ' 是 由 了 个 线性 齐 
次 方程 fe 一 00 所 1 所 4) 的 解 张 成 ， 故 家 的 维 数 至 少 为 
7 一 4 由 于 NB' 一 40}, 故 多 + 的 算数 至 少 訪 2 十 
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Gー2 の デー っ 敢 少 才 ーー. 由 上 节 命 题 2, 即 得 系 。 
3. 紧 致 李 群 表示 的 运算 | 

1) 星 运 算 

若 P 为 在 域 K 上 的 向 里 空 间 多 的 自 同 态 。 :22 为 多 的 对 但 
空间 ( 即 .用 上 取 值 在 天 的 线性 函数 空间 ).. 若 1 为 更 中 任意 元 
素 。 定 叉 少 中 的 元 素 wQ⑭) 为 : 对 每 个 < で . 少 , pe て 4 の (te) 一 
(wpe). 品 然 p 为 多 ' 中 的 一 个 自 同 态 , 有 

(pop) 一 pe. 

若 {ca。 > esl 为 多 的 基 席 ,对 应 于 这 组 基底 ,有 到 的 对 偶 基 
并 (ia yl 使 得 4(ej) 一 61; (1 所 1,j 所 4), 若 赔 态 PP 相对 于 基 
底 fc ,eel 的 矩阵 为 ae, 则 9 的 相对 于 基底 1 44} 的 
矩阵 为 g. 

车 (到 ,下 为 群 G 的 表示 空间 ，PKor》 一 PCr) roPGo)》 表明 
PP 一 般 来 说 不 是 6G 的 表示 ,但 a 一 PD" 是 一 个 表示 ， 若 了 为 
了 的 炬 阵 形式 、o 一 (PB 了 (o))* 为 表示 ヶ 一 (Po- り 7 的 知 降 形 

定义 1 若 P 为 群 G 的 一 抽象 表示 , 映 射 a 一 Pla- 中. 称 
为 表示 PP 的 星 , 记 作 22. 若 P 为 6G 的 矩阵 表示 ,映射 9 一 (P(Z)* 
称 为 也 的 晨 表 示 , 记 作 P*. 

命题 T 若 P 为 群 G 的 西 算 阵 表示 ，、 则 P* 即 为 王 的 共 暂 P; 
若 P 为 群 G 的 正 交 短 降 表示 , 则 P* ~ 了。 

这 可 由 定义 立 得 . 
~” 另 一 方面 ,对 任意 矩阵 表示 了 有 (P*)* =P. 

2) 表示 的 加 法 

若 (P,P) 与 《2, 书 ) 为 群 G 的 表示 空间 , 作 多 ,, 的 乗 
名 多 X 2:, 对 每 个 o€ G, 作 2 X 2 的 同村 PCo): 

Plo) (es ce2) 《PKc)el， Po) en) te; € Pr 一 | 2) 显然 P 
为 G 的 表示 . 称 P 为 表示 Pi 与 P; 之 和 记 作 P= PI 十 PP:. 

命 aa) 为 FP Cm 一 12) 的 基底 . (aD 与 (bu) 
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为 表示 Pi(o) 与 (の ) 相对 于 这 些 基 底 的 矩阵 ， 于 是 户 一 (eay0)， 
LA) な bg (eg 0), fa lp (0, ea ブッ ・ ロワ アマ 一 【0， eg,) 组 成 
PP, xX の グ 。 的 基底 ,相对 于 这 组 基底 , Plo) 的 甜 阵 为 


tai) 0 
( 0 68 


这 就 导出 如 下 的 定义 : 着 ws8 为 阶 4 与 d, 的 方 降 ,; 记 2 十 
为 由 十 ds 阶 方 阵 
g 0 
a 


若 马 , 只 为 6 的 矩阵 表示 ， 记 PP 十 为 矩阵 表示 , 使 得 对 每 
个 oe G, 其 矩阵 为 Blo) 十 Pl(o)， 若 Ps Pa> 8 为 G6 的 三 个 矩阵 
表示 ， 则 

(PTP) TP 一 P+ (P,P,) 及 (DTPD)* ー Pr FP 

成 立 ， 若 ,P,P; 为 抽象 表示 , 则 上 式 是 等 价 关系 而 不 是 相等 . 

车 PP 与 忆 为 抽象 表示 或 矩阵 表示 , 则 Ps 十 P 等 价 于 P, 十 Pp， 
事实 上 ,车 P 与 为 抽象 表示 , (P21, 只) 与 《Spa, 中 ) 为 其 表示 空 
间 ， 则 多， X 2: 到 FP, X PF: 的 线性 同 构 (el, ey) 一 《ezy cl 为 
(PX PtP) 到 (PX の PP) 的 同 构 . 

3) Kronecker 弱 积 | 

若 ( 少 ,。) 与 《22 Po) 为 群 6G 的 表示 空间 , 细 为 PX 
多 ;上 的 在 天 中 取 值 的 双 线 竹 函 数 所 成 的 线性 空间 . 若 pi = 1， 
2) 为 儿 , 的 线性 同 态 ， 对 每 个 Be 绍 , 双 线 性 形式 ゅ (B) 定义 为 

Be e2) お (の ie の の) (ei € の ュー 1,2). 

这 样 就 得 到 多 上 的 一 个 线性 同 态 ， 称 中 为 对 应 于 (pu 四 ) 的 天 
的 线性 同 态 . 若 # 为 Ji = 1,2) 的 男 一 同 态 ， 为 对 应 于 对 
(6.,6.) 的 旬 的 线性 同 态 ， 则 易 见 对 应 于 对 《psog wp の ) 的 线 
性 同 态 为 zed， 为 了 抵消 反 向 ， 考 虑 上 的 对 偶 空 间 宅 的 同 赤 
(zow) 一 由 or 

定义 2 若 各, 和 . 玫 : 为 域 玉 上 的 向 量 空间 . 在 到 X 2; 上 
的 双 线 竹 函 数 空间 的 对 侦 空 间 称 为 SG 与 入 ;的 Kronecker 乘积 ， 
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记 作 多 ,x 2;. 

若 cj; 为 少 で ー 1。2) 的 元 案 ， 则 每 一 对 (eise2), 对 应 于 
多 上 的 一 线性 函数 ， 使 得 对 每 个 BE 绍 , 取 人 (ze) 但 铬 
上 的 一 线性 函数 为 少 , Xx 更 ,中 的 一 元 素 , 故 有 映射 将 多 Xx 多 ， 
映 到 多 x 多 :. 记 与 《esy ep) 相对 应 的 到 x 名， 中 的 元 过 为 
el X cz。 

映 射 (re) 一 el X ei 不 是 少 , X 色 2 到 多 X の 。 的 銭 性 
映射 ,但 是 双 线 恬 的 , 即 

(acrta’e) Xe aciX esa eiX es (Ce E 
ciX{aest a er) 到 GECIXeca 十 Ge Xe Napa EK 

若 w 为 5oxii 一 1,2) 的 线 住 同 态 , 、x 22, 的 线 住 同 态 っ 
中 映 eX 器 为 

由 (cei Xe = pes X pacis 
中 の 为 pl X qa. 

若 (2 ち ) 与 (Ps, P,) 为 群 G 的 表示 空间 ， 则 oP.(o) x 
Plo) 仍 为 6G 的 表示 ， 这 表示 称 为 表示 卫 与 马 和 的 Kronecker 乗 
积 , 记 作 P, x PB. : 

车 {ews emam] 为 の (w 一 1,2) 的 基底 , 则 4,a, 个 元 
素 eX es 和 和 di1 魏 ) 委 4) 組成 ぢ , xX 的 基 麻 , 事 
实 上 ,由 于 5 X 名 ;与 霹 有 相同 的 维 数 , 见 4244, 所 以 只 要 证 
ey X cai 为 线性 独立 的 ， 落 之 aei X eai 0.44€ KK, 別 > 


4 ぉ お (ey ey) 一 0. 对 每 个 B € 小 成立 , 対 毎 一 対 《 ち か 存在 一 

双 袋 性 画数 B;; 使 得 お (sg) = bird» 若 取 B B;;， 则 得 

qi 一 0. 天 局 X eyl(l 志 i 所 dy1 气 j 所 有) 组 成 9 Xx 的 
若 pi 为 儿 ,(i = 1,2) 的 线性 向 态 , 且 


+ 
Piey = > a egy P222 一 つの ey。 
fl ょ ニュ 


于 是 
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(pi X Pi) (ey X ez) 一 > akibijeik X er, 
Xi 
若 金 Fed 一 eu X ew， 则 有 


(px po) = > Caf, 
而 
Cg, de ta = Abi (1) 

这 有 导出 如 下 的 

定义 3 若 «= (ar うぅ p= Gn 区 和み 攻 知 星 . Bex 
6 ( 称 为 0 与 8 的 Krneck:r 乘积 ) 琢 示 友 4 阶 矩 阵 〔(C.)， 其 系 
数 由 (1) 式 给 出 . 若 己 , 疡 为 群 G 的 和 矩阵 表示 , 称 包 与 忆 的 .1r ne- 
cker 乘积 为 表示 PX P,， 对 每 个 o€ G， 对 应 逢 阵 为 PC )※ 
Po), 

由 上 面 讨论 知道 ， 着 4 与 为 d 阶 和 矩阵 ,a' 与 所 为 4. 阶 和 矩 
阵 , 由 

(gg) X (op) (a Xa) XB), 

男 一 方 面 。 (a X 中 一 a X PB。 故 若 a, 8 为 正则 矩阵, 则 《a x 
5* a Xp*， 由 于 (oD)* 下 ey 故 (a X22)* 一 a*XP8. 名 
和 Max (ta)=axXB+ieaxX Bb. 

若 Po 忆 , PB 为 群 6 的 抽象 表示 , 则 (PB Xx PJ)* 等 价 于 Pr x 
Pf, PX (Ps 十 P) 等 价 于 P, x PtP, XP;, 若 ,P 用 等 公表 示 
代替 , 则 P, Xx 已 也是， 

由 于 a X 一 p Xx a 不 成 立 , 故 表示 Px P 不 再 等 价 于 
P, xP,, 若 将 ei X cz(zr で ュー 1,2) 映 到 c。 X es 这 一 个 表 
示 空 同 是 同格 的 . (PP) XP 等 价 于 P, x Py 十 PX P;、 同样 
可 证 (PX PD X 忆 等 价 于 Px (P, x P)。 

4) 表示 X Px 

若 P,P 为 群 G 的 4d, 阶 及 a, 阶 矩阵 表示 .8 为 所 有 下行 4; 列 
矩阵 所 成 的 4 2。 维 的 向 量 空间 , 对 每 个 元 素 ce 6G, 2 的 同 态 4 
映射 任 一 矩阵 a€ 8 到 4g 王 互 (o)eP(g 0)， 易 于 验证 4。。 一 
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4。s4.(g>r で で )。4。 为 口 的 单位 映射 ,& 为 G 的 单位 元 ;于 是 oc 一 
为 G 的 一 抽象 表示 4. 要 证 4 为 表示 P: X FP2 的 抽象 形式 . 

记 wrat-v 为 8 的 和 矩阵， 其 :行列 处 有 元 素 1, 其 余 全 为 
舍 ，4 只 个 元 素 grzg-o (1 所 ?所 dd， 1 所 1 所 4) 组 成 8 的 基 
底 。 易 知 . 


PO)aira gnPoD) 一 SY) ago blo TD) arag-y 
Li 


这 里 《qi(0))，(8ii(9)) 为 短 隆 Pi) 与 (og). る Pi(o) = 
(go) 则 BjCo) 一 5(o-， 歼 当 8 这 样 选择 基底 后 ，4 的 矩 
阵 形式 为 P x PY. 这 就 证 明了 要 证 的 结论 . 

若 名 为 Pi(i 一 1,2) 的 抽象 形式 ， (2P,,P,) 为 £, 的 表示 空 
同 。 空间 8 为 ;到 多, 的 线性 映射 ,由 此 观点 , 4。 可 看 成 如 的 同 
态 ,对 每 个 a€ 9, 映 射 4。(@) 定义 为 

4。(gy(e:) ~ (Pi( の )egoP(o ea (ee アッ 

由 此 也 易 证 4 等 价 于 P, x PY. 


を Schur 引 理 


命题 1 (Schur 引 理 ) 若 ち , ち 妨 群 @ 的 在 域 だ 上 的 二 介 不 可 
约 矩 阵 表 示 , 其 阶 为 a, 与 4, Pi 与 P; 等 阶 的 充 要 条 件 为 存在 一 个 
系 数 在 中 的 行列 的 藤 方 知 降 * ae 0。 使 得 对 每 个 ao€ G6， 
(の a 一 ePz(o) 成立 . 

证 苍 P, 与 P 等 价 , 则 dw 4 及 存在 一 正则 矩阵 x, 使 得 
Plo) — Pp(o)r, td Po)r = rP,(o). 

反 之 。 若 存在 一 邊 時 a = 0, 使 得 对 每 个 o€ G, 有 Pi(g)g 一 
aP(o); 作 Pi， P, 的 表示 空间 Si 与 少 :, 4 可 看 作 将 纺 ; 映 人 到 
レン 中 的 一 个 线性 映射 ， 若 8 为 少 : 的 象 。 由 干 ga 和 を 0, 故 の 
{0}， 由 于 ,( の )g 一 gP。(o)。 得 出 9 为 2; 的 不 变 子 空间 ， 由 于 
9, 为 不 可 约 的 ; 故 91 一 2 若 0; 为 少 , 中 的 向 量 集合 , 在 映射 
吉之 下 , 其 象 为 0, 同样 可 证 0; 为 名 ,的 不 变 子 空间 , 由 于 9 站 
SP 故 0; 一 40}, 故 * 格 . 少 , 映 到 于 ,上 的 一 一 对 应 的 瑞 射 , 故 
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ステ 困 此 e 交 行列 式 き 0 的 方 隆 , 故 可 号 区 P, (の) = 
apPi(oc)a-1， 这 表明 疡 与 已 等 价 ，Schur 引 理 得 证 . 

若 P 为 群 G 的 2 阶 不 可 约 矩 阵 表 示 ， 对 所 有 ge, 使 
Pc)g 一 aP(oa) 成 立 的 宠 阵 4 组 成 一 代数 O05 网 , 若 > oo 为 满足 
上 述 条 件 的 矩阵 , 则 m 十, cz 及 am (ec 天 ) 都 满足 上 述 条 
件 》. 由 Schur 引 理 的 证 明 ( 此 时 P 一 P= 了) 可 看 出 ,每 个 在 0 
中 的 (0) 有 逆 or 显然 a1 也 属于 0, 故 0 为 一 可 除 代 数 ， 

若 > 为 中 任意 关 0 的 一 元 琵 ，2 中 的 元 素 能 表 为 系数 在 K 
中 的 , r 的 有 理 函 数 RCr) 者 的 集合 ， 记 作 Z、 显然 2 为 的 扩 
域 , 且 为 有 限 阶 的 (因为 Z 包含 在 以 K 为 系数 的 所 有 4 阶 和 矩阵 组 成 
的 环 中 )}， 于 是 着 KK 为 代数 封闭 的 ， 则 Z = KK, 这 表示 ”为 al， 
a EK 的 形式 ,于 是 有 

命题 2 若 P 为 群 G 的 在 代数 封闭 域 K 上 的 不 可 约 表示 ,与 
所 有 矩阵 P( の , ge で 可 同时 交换 的 矩阵 只 有 常数 乘 以 单位 符 阵 . 

”命题 3 若 4 与 P 为 群 G 的 在 代数 封闭 域 K 上 的 二 个 表示 ， 
P 为 不 可 约 的 ,着 4 与 4 X P* 为 半 单 的 , 则 在 4 中 包 有 P 的 次 数 
等 于 4 Xx P* 中 单位 表示 的 个 数 . 

群 G 的 单位 表示 是 撒 对 每 个 ce G, 表示 为 1《 看 作 一 维 撼 
阵 ), 此 表示 的 抽象 形式 有 一 维 的 表示 空间 s， 对 每 个 o€ G, 恒 等 
映射 将 5 映 为 自己 . | 

车 导 为 G 在 KK 中 的 半 单 表示 ,其 表示 空间 分 和解 为 不 可 约 子 空 
间 的 直 和 和 , mw 一 巩 十 :十 rma. 车 om，*…* ,ms 为 与 单位 表示 
的 空间 e 相同 构 的 那些 项 (= 为 满足 0 和 > 安 4 的 整数 )， 则 每 个 
mi(0 安 守 魏 z) 是 由 一 向 量 el 六 0) 张 成 ,使 得 对 每 个 o€ 6。 
Mto)ei = cei. 反之 , 若 {为 对 每 个 0€.G 都 满足 Mo)f 一 的 向 


ぁ . 
量 . 若 f= フリ fis fi € mi 于 是 Bf = 二 3M (oO)f, 但 (うた ms 


由 于 空间 mm 之 和 为 直 和 ; 改 MG の かー (1 <i 和 从 .着 i> 
则 m, 不 能 有 向 量 所 必 0 具有 此 性 质 ,故地 为 cu ,es 的 线 狂 组 
合 。 認 在 好 中 単位 表示 的 條 数 等 手中 満足 MCo)e 一 。( 对 每 个 
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ge G) 的 线性 独立 向 最 = 的 條 数 。 

现在 来 证 明 命题. 

若 4 等 价 于 不 可 约 表 示 的 和 4 十 .… 寺 4 录 , A X P* 等 价 于 
4 X P* 寺 .… 十 Ax X P*。 故 只 要 证 明 当 4 本 身 为 不 可 约 时 命题 
3 成 立即 可 . 

将 P 的 表示 空间 多 映 人 到 4 的 表示 空间 工 的 所 有 线性 映射 
4 组 成 的 空间 可 以 着 年 为 4 X P* 的 表示 空间 ， 对 于 每 个 s€ G， 
表示 4 x Bf 为 映射 4 一 4° 一 (4(o))4(P(o))-!， 如 果 对 所 有 
的 c, 有 47 一 4; 则 4A(o) 4 一 4P(o), 则 由 Schur 引 理 ,对 
4 0, 这 只 能 发 生 在 4 与 P 等 价 时 , 而 由 命题 2， 对 所 有 的 
ce G, 使 如 一 4 都 成 立 的 4 只 能 是 常数 乘 单位 矩阵 , 故 当 4 不 
等 价 于 P 时 , A x P* 中 不 包 有 单位 表示 ， 当 4 与 了 等 价 时 ,4 x 
P* 正 好 色 有 一 次 


5。 正 交 关 系 


若 G 为 一 紧 致 李 群 ,M 为 @ 在 复数 域 上 的 窍 阵 玫 示 ,我 们 将 给 
出 如 何 计算 包含 在 M 中 的 单位 表示 工 的 个 数 . 

不 妨 设 1 1 .so 一 1. 记 M, 一 | のみ. 将 对 看 成 -- 扫 
象 才 示 的 矩阵 形式 这 抽象 玫 示 仍 记 作 4 若 吉 为 其 表示 空间 ， 


我 们 选取 {er，，**'， ea} 为 六 的 基底 ， 使 得 以 此 为 基底 得 出 的 矩阵 
表示 就 是 M, 若 z で ぁ 。 要 证 M(q)Moe 一 Moe 对 每 个 a€G 者 


好 


成立 . 事实 上 , 令 (rc = Dy (rg M0) = (miko)), 则 


i=l 


Moe 一 る ( の er )o 


M(la)Moe 一 2 (Le の er ) M(o)e; 


= や Le( の (の grep 
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>) mv)ulrt)e; = Mlo)M (rT)e 


一 MI(cr)e 一 > gi( て )e。 


由 于 
{Cer)ar 本 (wer 


故 得 M (Co)Moe 一 Me. 
反之 ， 若 对 每 个 re G，7 使 M(lo)f ~ 都 成立 , 则 Mo 一 上 
政 对 每 个 ot G 使 M{o)f 一 的 1 为 形 如 Moele & 1m) 的 形式 ， 
即 包 在 M 中 单位 表示 的 次 数 等 于 矩阵 M。 的 秩 . 
若 4 与 了 为 G 的 在 复数 域 中 的 二 个 不 可 约 表示 。 命 
M(o) = A(o) X P*(0), 


Mo 一 LM の w。 


所 以 如果 4 与 ア 不 等 信 。 時 M 中 不 包 有 单位 表示 1; 若 4 与 P 等 
价 ， 则 M 包 有 I 怡 好 一 次 ， 因此 ， 在 第 一 种 情形 ， Mo 为 零 矩 阵 ， 
在 第 二 种 情形 M。 为 秩 1 的 矩阵 . 
M (0) 的 系数 为 4(c) 的 系数 与 P~) 的 系 数 相乗 得 到 的 
故 若 4 与 P 为 不 等 价 时 , alo), bto) 为 4(g) 与 Ptc) 的 任意 系 
数 , 则 . 
| e の 2 の -Dgz = 0. 


若 A 与 P 等 价 ,不 妨 设 A = P, A 为 还 矩阵 表示 .着 工 汐 4 的 
表示 空间 ， 上 且 (ca ーー。 es} 为 工 的 基底 给 出 矩 降 表示 4. 哲 と 映 
入 到 自己 的 线性 贞 射 空间 吉 看 作为 4x A* 一 M 的 表示 空间 . 
8;; 为 严 中 的 元 素 , 卫 cj 到 ej, ey 到 0 当 了 キ ヵ , 于 是 ,车 A(c) 一 
《ait《o)), 则 

M (0)0; = 4( の 6。 4(c0D = 2) aplo)anko DO 


kA 


基 为 工 映 到 工 的 垣 等 变换 ( 即 4 一 [9 の.) 我 们 知道 ,与 
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每 个 4o),geG 可 交換 的 映 射 き 称 常 数 乗 以 上 %. 故 对 每 个 
96 M8 为 常数 乘 以 0,. 于 是 


人 anlo)an(o™ do 一 Bhicii» 
这 里 cs 为 不 依 积 于 4 的 常数 。 但 对 任意 在 G 上 的 连续 函数 妃 有 
のみ ~ | i(o-Dao, 故 


Le の zee-Dg ~ ey 

比较 这 二 个 式 子 , 就 得 到 ci 一 2jc，e 为 常数 .“ 可 以 这 样 决 
定 : 由 于 对 每 个 ,有 MCo)9. 一 0， 故 Me8 一 9 即 < 一 

若 A 为 酉 矩阵 表示 , 则 zo うー (og う . - 

定义 1 若 G 为 一 紧 臻 李 群 ，G 的 不 可 约 下 短 阵 表示 的 系数 
看 作 G 上 的 函数 , 称 为 G 的 单 表 示 函数 ,任意 单 表示 通 数 的 线 仁 组 
合 称 为 表示 浙 数 . 

这 样 我 们 已 经 证 明了 

定理 2 着 1 与 为 一 紧 致 李 涪 6 上 的 二 个 单 表示 函数 ,车 


fg 为 二 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 系数 , 则 | /Co)g(o-0dr = 0. 
若 f,g 为 同一 个 2 阶 的 不 可 约 表示 的 系数 , 则 | /(o)g の ひみ ー 
d 1 者 ナーg: | の gz 0。 若き = g. 


6. 转 征 . 


定义 1 若 P 为 群 6 的 矩阵 表示 .Plo) 的 迹 看 作 元 素 c6 で 
的 画数 , 称 为 表示 了 的 特征 ， 

命题 1 二 等 价 表示 有 相同 的 特征 , 若 " 与 为 6 的 共 轰 元 
素 ,X 为 G 的 任意 表示 的 特征 , 则 X(o) = X(7). 

证 若 a,8 为 方 阵 , cs 有 逆 ,r 表示 方 阵 的 迹 , 则 tr afa 一 
tr 8， 由 此 立 得 结论 ， 

表示 的 等 价 关系 可 以 将 所 有 的 表示 分 为 表示 类 ， 在 每 一 类 中 


e 97 。 


的 表示 是 相互 等 人 的 . 
定义 2 群 G 的 一 表示 类 为 表示 的 集合 ， 在 其 中 所 有 的 表示 
都 棚 互 等 傘 航 . 

由 命题 1, 对 群 G 的 每 个 表示 类 , 有 一 G 上 的 臣 数 , 即 为 此 类 
中 的 任何 表示 的 特征 .这 个 函数 称 为 类 的 特征 ， 

若 .2 与 .2 为 群 G 的 在 域 玉 上 的 二 表示 类 ,由 第 三 节 可 知 : 

1) 表示 PE 2 の 、, 其 星 表 示 P*€ 2 と ま 。 YY 只 依赖 于 の: 

2) 表示 PE Oi PE Kf， 则 己 二 PE .Df 十 96，， 这 只 依 
赖 与 .2 与 KE 且 ウジ 。 キ の デー HA KS 

3) PX PE .2 X .2 这 只 依赖 于 RE 且 .9 X 
HA = HX Ka, 

加 法 运算 及 Kronecker 乘法 运算 对 表示 类 域 是 结合 的 ， 
Kronecker 乘法 对 如 法 是 分 配 的 , 但 表示 类 并 不 成 环 , 因为 一 般 来 
说 , 减 蓄 是 不 可 能 的 . 5 

以 xsw 记 表 示 类 .9 的 特 征 . 

命题 2 车 .2 与 .2 为 二 表示 类 ,， 则 

Kx ra or, tt Ns 
eg イェ メッ 。、 

证 车 a,8 为 矩阵 , 则 re 圭一 tr wa 二 trp traxX8 
一 tx * tp. 

若 一 圾 未 类 有 一 不 可 的 《或 半 单 ) 的 表示 ， 风 此 类 中 每 个 表 
示 均 为 不 可 约 (或 六 单 )， 称 此 类 为 不 可 约 的 (或 半 单 ). 

每 个 半 单 类 .9 可以 表敬 > zi9V"i;, x; 为 非 负 整 数 ，.247; 为 
不 可 约 类 ,x, 为 类 .9Y'; 的 一 表示 在 类 .9 中 的 一 表示 中 出現 的 
次 数 ， 这 个 数 只 依赖 于 2 及 つの 称 为 FY'; 包 在 .OY 中 的 次 
数 。 

命题 3 车 の .。 9 ;为 紧 致 李 群 G 在 复数 域 上 的 二 个 不 可 
约 表示 类 ,积分 | 


| CR g(a 


等 0 , 若 0, 所 OV,; 等 于 1 若 .2t 一 .2 

证 若 Pi 为 类 Vli 一 1,2) 中 的 一 表示 。 go) 为 を (の ) 
的 主 对 角 线 上 元 素 之 和 ,由 定理 2 , 即 得 此 结论 . 

系 1 紧 致 李 群 G 的 不 可 约 表示 类 .2 在 类 .2 中 出 现 的 
次 数 为 


zz の の zz 
证 车 Hm DS ris 就 有 Xx 一 2 ts 由 命 悪 


3 好 得 此 结论 

系 2 紧 致 李 群 的 二 个 表示 类 相 一 致 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 
特 征 。 

证 由 系 1 :二 类 .2 ， .2 ”有 相同 的 特征 , 则 每 个 不 可 约 表 
示 类 在 2 与 2 中 出 现 相 同 的 次 数 ,这 就 证 明了 系 2 。 


7. 表示 环 


定义 1 紧 致 李 群 8 的 表示 环 是 由 G 的 表示 的 系数 在 复数 域 
上 生成 的 环 ， 

换言之 ， 二 风 开 本 全 下 的 党 二 四 下。 且 可 表 为 G 的 表 
示 的 系 数 的 多項式 . 

更 一 般 地 , 若 s 为 G 的 表示 的 任意 集合 , 记 0(8) 为 由 s 中 的 
表示 的 系数 生成 的 环 , 

若 st, s: 为 二 个 表示 集合 ,要 寻找 在 什么 条 件 下 D(eD = 
Ot(s2). 

称 s 为 闭 的 。 若 

DP Ee PEs RIP-P Ee, PX PEs; 

2) 若 不 可 约 表示 了 是 包含 在 属于 & 的 一 表示 中 , 则 PE gs 

3) 与 一 属于 s 的 表示 相等 价 的 表示 也 属于 e. 

若 gs 为 G 的 表示 的 任意 集合 ,讨论 所 有 包含 在 表示 而 X 
X As (As€ gs> 1 SS 所 外 中 的 不 可 约 表示 组 成 的 集合 多. 莉 
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与 P; 展 于 . 久 , 则 每 个 包 在 PX PP 中 的 不 可 约 表示 也 属于 久 . 
若 g 为 由 与 形 如 已 十 -… 十 Pk 的 表示 《PE ,1 守 1 和 如 相 等 
价 的 表示 组 成 的 集合 ; 显然 为 拷 的 , 且 为 包 有 5 的 最小 表示 団 
集 ， 

命题 1 车 ,为 G 的 表示 的 集合 ,6 为 包 有 8 的 最 小 的 表示 
的 囲 集 , e 中 的 不 可 约 表示 的 系数 的 复 系数 线性 组 合 的 全 体 成 为 
集合 4, 则 4 就 是 环 0(s,). 

证 着 P 为 属于 8 的 任意 的 不可 釣 表 示 , 旭 存 在 心 , ……， 
Ws€ 61， 使 得 P 是 包含 在 4 メー…・X 4。 中 。 即 存在 一 條 正則 知 
阵 >*， 使 得 ーー 
rfA4 XXXd)r- 一 PTN， 

这 里 六 为 某 个 只 示 ，4 X …・X 4』 中 的 每 个 系数 为 机 4。 
的 系数 的 线 积 , 故 属于 0( ぁ ). . 故 P+N (特别 是 P) 6 0(8)、 因 
此 4 ご OXe)。. 

车 4 为 属于 & 的 任意 表示 则 4 的 系数 属于 4. 事实 上 4 一 
5{P 十 '… 十 Px)3-!， 8 为 正则 和 给 阵 , 已 …・, Pk 为 属于 # 的 不 可 约 
表示 . 

车 P,P' 为 属于 s 的 二 个 不 可 约 表 示 ， 则 PX Pe. 因此 ， 
也 的 系数 与 P 的 系 数 相乗 属 4, 故 4 为 一 环 ， 由 于 4 ご 0(g) 
和 集合 g』 的 表示 的 每 个 系数 属于 4, 故 4 = DCe)， 

命题 2 车 sis: 为 G 的 二 个 表示 的 集合 ，» O08) = り C(g:) 的 
主要 条 件 为 包 有 e 的 最 小 的 表示 的 闭 集 与 包 有 s。 的 最小 的 表示 
的 団 集 相 等 . 

证 命题 1 已 证 明了 充分 性 ， 现在 来 证 必要 性 ， 车 存在 一 个 不 
可 约 表示 了 属于 包 有 8; 的 最 小 闭 集 , 向 不 属于 包 有 5&8, 的 最 小 奈 
集 , 车 f 为 P 的 任意 き 0 的 系 数 , 若 g 为 属于 包 有 8, 的 最 小 闭 集 
的 不可 釣 表 示 的 系 数 , 由 正 交尾 


| g の fo みこ 0. GD 
这 对 任意 && 0(sD) 都 成 立 ,由 于 
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| の 7 の > 0, 


改 fj Ole)， 因 此 り (s) = Ol), 

定义 2 G 的 表示 的 集合 8 称 为 包 有 足够 多 的 表示 ， 如 果 包 
码 & 的 最 小 闭 集 为 6 的 所 有 表示 的 集合 . 

由 命题 2 ,这 在 且 只 在 O(s) 为 整个 表示 环 时 才 发 生 , 由 命题 
2 的 证 明 可 以 夏 出 ;如果 8 不 是 包 有 足够 的 表示 , 则 一 定 存在 G 的 
一 个 不 可 约 表示 P, 使 得 (1) 对 每 个 g& O(g) 及 了 的 每 个 系数 都 
或 立 。 

命题 3 若 G 有 一 忠实 表示 Po 则 【P。> P。} 包 有 足够 多 的 表 
丰 。 

记 P 的 阶 为 Po) 一 Gii(o)), (1 i, 0). 

引 理 1 车 f 为 G 上 的 任意 连续 函数 ，a 为 > 0 的 数 ， 则 由 
2 人 画数 訪 (o)。 記 ( の ) 生成 的 环 ， 包 有 一 个 函数 坟 ， 使 对 所 有 
ee G, fo — AC の | 委 a 都 成 立 . 

证 记 阶 矩阵 $ 的 系数 的 实 部 与 碟 部 为 yitao-0(5)， 
yitati-p ra CE (1 < i, 1 Sd). 

Dh 将 6G 连 纪 一 一 地 上 映 到 GL(dos C) 的 一 个 子 群 G, 上 ,由 于 G 
为 紧 的 及 为 同 胚 , 故 G, 也 是 紧 的 , 对 每 个 ce ど , 有 点 plo) € 
Re 其 坐标 为 yiCP( の )。 > ylPolo))， 于 是 得 到 G 与 R* 中 
一 紧 致 子 集 K 的 同 胜 pq， 记 广 一 jg ， 则 户 为 定义 在 天 上 的 连 
续 函 数 , 儿 Teotze 扩充 定理 , 可 扩充 为 整个 Re"% 上 的 连续 少 
数 , 仍 以 二 记 之 ， 由 于 不 为 紧 的 , 故 有 界 , 对 为 天 中 的 点 揭 耸 标的 
上 界 , 由 Weierstrass 中 近 定 理 , 存 在 一 邊 多項式 98(y 一 
の ⑦), 使 得 | が ゆー 9(⑰)| 和 as 对 所 有 满足 | 所 M (1 委 
下 < 委 2di) 的 点 者 成立 ， 定 义 五 为 

な (の ) し テン Oy(Poto)), "gy yza3C Po)). 


于 是 对 于 所 有 的 ce G, 有 |f(o) 一 の | 过 <。 由 于 
yetks》 一 到 Co 人) 中 sD), 
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yitad-rallt) 一 ゴ v—i Ci — 1D), 


故 天 可 表 为 #9) 肥 な の) 的 多項式 。 引 理 工 证 毕 。 
钢 在 来 证 命题 3 ” 若 。 不 包 有 足够 多 的 表示 ,由 命题 2 ,存在 
G 上 的 一 个 连续 函数 < 0, 使 得 (1) 式 对 每 个 ge oO({P。, P。}) 都 


成 立 , 若 zm 为 | 的 上 界 , 由 于 | の (の み ン 6。 故 可 找到 一 个 


数 。> 0， 使 得 am ご | jc) 5J ey 成 立 , 由 引 理 1 ,存在 函数 


fiE OP Po}), 使 得 Ko) fCo)| a 对 所 有 GE G 都 成 立 ， 
故 
の 7 の 2 |LG の が の ) 7 の gl < am, 


得 到 矛盾 ,命题 3 证 毕 . 

四 引 理 1 ， 若 G 为 紧 致 群 ,是 至 少 有 一 个 忠实 表示 , 则 每 个 在 
G 上 的 连续 阴 数 可 以 用 Ge 的 表示 环 中 的 函数 任意 有 还 近 之 ， 以 后 要 
证 同样 的 结果 ,但 不 需要 任何 表示 存在 性 的 假设 ,并 由 此 可 导出 忠 
实 表 示 的 存在 性 . 

若 电 为 紧 致 李 群 G 的 闭 子 群 ,、P 为 G6 的 一 个 表示 , 映射 0 一 
P(g) 在 互 上 的 收缩 为 妞 的 一 个 表示 ， 称 为 在 互 上 的 收缩 。 

命题 4 若 紧 致 李 群 6G 至少 有 一 忠实 表示 .五 为 6 的 一 个 闭 
子 群 。 则 五 的 每 个 不 可 约 表示 包含 在 的 某 个 表示 在 态 上 的 收缩 
之 中 . 

证 车 忆 为 G 的 一 个 忠实 表示 ， 4, 为 P, 在 晴 上 的 歇 缩 ， 则 
如 为 五 的 一 个 患 实 表 示 . {Ao, Ao} 包 有 互 的 足够 多 的 表示 ， 故 吾 
的 毎 全 不 可 釣 表示 都 色 人 各 在 形 如 4 も メー…・X4sxX4。X・…※4。 的 
表示 之 中 . 但 这 样 的 表示 显然 为 G 的 某 个 表示 在 五 上 的 收缩 

命题 5 车 G 为 紧 致 李 群 ,至少 有 一 忠实 表 永 , 瑟 为 CG 的 闭 子 
群 , 且 互 キ で 则 至 少 存在 6 的 一 个 不 可 约 表 示 , 它 与 单位 表示 不 
同 ,其 在 五 上 的 收缩 包 有 五 的 单位 表示 . 

证 在 G 的 等 价 表示 类 .26 中 选择 一 表示 Pr. 记 fi,j, P) 
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为 Pi 的 系数 ,G 的 表示 环 O 的 每 个 函数 1 可 以 写 为 
チー 2 lis i5 POKi, 5 PD. 


这 里 7 走 遍 所 有 不 可 约 表 示 类 ，e(i， 5 Pe) 为 常数 ,和 号 只 有 有 
限 介 关 0。 由 正 交 性 ， 有 


| の = a(1,1: E), G) 


这 里 五 为 单位 表示 ， 

_ 若 表 示 刀 まち 在 上 的 必 第 都 不 包 有 互 的 単位 表示 , 毎 不 
fli,j; Pi) 在 电 土 的 收缩 为 也 的 不 可 约 表示 的 系数 的 线性 组 合 , 若 
Pi きち 。 这 个 线性 组 合 只 包 有 不 同 于 单位 表示 的 那些 不 可 约 表 示 
的 系 数 . 

”如 司 证 (2) 一 样 , 可 证 


(GH) aly 1:E) 一 { roae， 


这 里 7(*。 HH) 为 在 紧 致 群 刀 上 的 不 变 积分 , 且 就 范 化 为 K(1;B) 一 
1。 


等 式 1(f; HH) 一 | fCo)dor 对 表示 环 0 中 所 有 函数 都 成 立 ， 


故 对 所 有 G 上 的 连续 函数 也 都 成 立 ， 这 是 因为 连续 函数 可 用 0 中 
的 函数 任意 逼近 . 

由 于 已 < 6 故 在 と 上 存在 一 達 鉄 函数 満足 : 1) 了 在 将 
上 处 处 为 零 ; 2) f 在 G 上 恒 等 于 零 , 于 是 六 让 一 0 而 


| の が C の な テ 0. 得 到 矛盾 ,命题 5 得 证 。 


回 过 来 考虑 任意 紧 致 李 群 , 并 不 假设 G 有 忠实 表示 ， G 中 在 
一 切 表 示 下 都 映 为 单位 矩阵 的 元 素 组 成 的 子 集 记 为 . 丸 ， 亚 然 .人 
为 G 的 一 个 闭 的 正规 子 群 . 记 G: 一 G6/.Y，G 的 毎 介 表 示 映 . 尹 
到 単 位 短 隆 . 政 在 G, 上 定义 一 个 表示 .反之 ，G 的 每 个 表示 对 
应 于 G 的 一 个 表示 , 故 G 与 G: 的 表示 环 是 同 构 的 . 

法 zeG,, 不 是 单位 元 素 ， 划 在 Gi 中 存在 一 表示 P， 使 
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Plo) 所 7。 由 此 我 们 将 导出 C, 有 一 忠实 表示 . 

由 于 Gi 为 李 群 ， 存 在 C, 的 单位 元 素 & 的 一 个 开 邻 域 7 不 
包含 @ 的 任意 子 群 ， 记 玉 在 G, 中 的 补 为 F。 若 P 为 6G, 的 任何 
表示 , .HN(P) 为 表示 了 的 核 ， 显然 VY(P) 为 G 的 一 个 闭 子 群 , 尊 
所 有 表示 了 的 .AP) 的 交 为 {6}, 故 


CAEINF) 一 中 


由 于 为 紧 的 ， 存 在 G, 的 表示 的 有 限 集合 {P，…,P,} 使 得 
站 cppnP) この 故 Lec 而 左边 为 一 群 ,此 必 


为 {@} 故 忆 于 -- .二 Pi 为 G, 的 一 个 忠实 表示 , 于 是 由 命题 3 ， 有 
命题 6 车 G 为 紧 致 李 群 , 存在 G 的 一 个 表示 了 有 如 下 性 质 : 
P 的 核 的 每 个 元 素 也 被 任何 其 它 的 表示 映 为 单位 和 矩阵， 表示 了 与 
P 的 系数 组 成 G 的 表示 环 的 生成 元 . 
后 一 部 分 由 Gi 一 G/ ぁ 。 ”为 了 的 核 ， 应 用 命题 3 而 得 到 ， 


8. 主要 通 近 定理 


在 上 一 节 中 已 经 证 了 明 ( 引 理 1 )， 若 G 为 紧 致 矩阵 群 . 则 G 上 
任意 连续 函数 可 以 用 G 的 表示 环 吕 中 的 函数 任意 有 逼近 之 ， 这 对 和 企 
意 的 紧 致 李 群 也 是 对 的 ， 这 个 基本 的 工作 是 属于 五， Peter 与 HH 
Weyl 的 . 

定理 3 (Peter-Wayl) 若 G 为 紧 致 李 群 ， f 为 Gc 上 的 连续 函 
数 .4 为 任意 >0 的 数 , 则 在 G 的 表示 环 中 存在 一 个 函数 g, 使 得 
fo) 一 glo)| 所 a 对 所 有 o€G 者 成立. 

记 安 为 在 G 上 的 所 有 复 值 连续 函数 组 成 的 空间 ， 因 为 C 为 
紧 的 , 故 每 个 ft 多 为 有 界 的 , 记 (の ー max|f(o)|. 显然 

M(af) = lalM(O, (zeC)。 
Ml(f+g) MO + MCE). 
政光 成 为 一 度量 空间 , .多 - 中 二 函数 f,g 之 间 的 距离 为 M(f 一 
g). 车 @ 为 多 的 子 集 ,对 所 有 的 fEwB,M(I) 所 4 都 成 立 , (4 
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为 常数 ) 则 称 是 有 界 的 . 
函数 fe 多 在 G 的 一 个 子 集 E 上 的 振幅 ， 定义 为 对 所 有 的 
qTEE, 11(0) — Ki 的 最 小 上 界 . 

”7 的 子 集 @ 称 为 等 度 连 续 函 数 集 ， 如 果 对 于 每 个 >0 的 数 
2。 存在 G 的 单位 元 的 一 个 邻 域 5。， 使 得 对 更 中 任意 函数 1，G 中 
任意 元素 o,f 在 oU, 的 振幅 a. 

引 理 1 车 Wm 为 有 界 等 度 连 续 函 数 集 ，a 为 >>0 的 常数 . 
の 光る 的 子 集 。 若 対 @ 中 的 任意 二 个 不 同 元 素 f,g，, 有 MG 一 
g) > ea 则 @ 为 有 限 集 . ; 
: ”证 由 于 @ 有 界 , 故 有 常数 4, 対 所 有 的 7e @ 者 有 MO) 扫 
4. 若 oo€ C, 则 对 所 有 的 f€ の, (oe) 包含 在 由 1Z1 所 4 定义 
的 复 Z 平 面 上 的 一 个 紧 致 区 域 中 。 于 是 在 @ 中 存在 一 有 限 子 集 
hu， 有 如 下 的 性 质 : 对 每 个 fE の, 有 hE gs 使 得 fs) 一 


ho) | < < 成 立 , 若 = 为 mw 中 任意 点 , 则 有 


IK の 一 が の 1 SS (の 一 (oO1 + [co 
一 fitoo) | 十 | 六 (Ceo 一 大 (ol < 


另 一 方面 ,对 ゅ , 中 每 一 对 《fg), 可 对 应 一 点 o = olf,g), 使 
得 (の 一 (の 1 。 着 wo 包 有 mm 个 函数 ， 则 不 能 存在 多 于 
m7? 对 (fj,g)& @X 使 得 qs g) € ooUws， 因 为 否则 要 存在 
一 对 , 例如 (f,g) € BX D1， 使 得 : 


Io — f(D! こそ 。lg( の 一 が の 】 て 


是 有 相同 的 ゅ 。。 这 导出 | の 一 gg)1 过 a. 

由 于 G 是 紧 致 的 ， 故 可 以 用 有 限 个 形 如 cmVw 的 邻 域 , 
“Py 来 履 刘 ,而 只 有 有 限 对 {4， 8) も LX の 」> 使 得 atf, g) に 
Pi < 和 N). 故 @, 有限 . 

引 理 2 ”从 一 个 属于 有 界 等 度 连 续 通 数 舍 合 的 函数 贯 中 ， 可 
以 选 出 一 子 贯 ,在 G 上 一 致 收敛 . 
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证 若 上 为 任意 > 0 的 整数 ， RM Bn， 有 如 
下 的 性 质 : 1 车 加 gEgo 则 Mt 一 8 之 一 2 车 fe @, 则 存 


在 ge Bn 使 得 MC 一 8) こそ 这 可 以 这 样 来 选择 ;: 若 ヵ ぁ , "sp 


已 定义 好 ,如 果 存在 一 个 函数 1 使 得 MC 一 从 之 坟 当 1<i 所 


y， 选 择 这 样 的 函数 为 fa， 由 引 理 1， 这 样 的 归纳 步 又 不 能 无 限 
止 进行 下 去 ,如 果 停 止 在 六 则 取 @。 王 っ ー い お 若 久 为 中 
的 任何 函数 贯 ， M。 为 所 有 > 0 的 整数 集合 ,我 们 要 用 归纳 法 对 上 
定义 M 的 无 穷 子 集 M。. 若 ょ テ 0, Mu 已 定义 好 ,由 于 ,为 有 


限 , 故 存在 Eger と Der 使 得 Mf 


mM。 成 立 ，M tr 为 这 些 整 数 的 集合 , 在 每 个 M， 中 选择 一 个 
整数 ぁ 。 テ g. 由 于 が と 4。 当 ァ ー ぁ . 我 何 有 M(fn, 一 
gy) < M (fm, — ga) < ニッ 故 M (fn, fa < 所 以 (加 。) 
在 G 上 一 致 收 人 钱 . 

”对 .FF 引进 内 积 运算 ,车 fj 多 86E 多 ， 令 


GD KD ED, 


这 里 积分 有 正规 化 条 件 | +・z 一 1。 显然 有 如 下 的 性 质 


1) 当 g 固 定 , (jf'g) 对 f 为 线性 函数 ， 即 tah + axf2) 
g) alfi* 8g) 十 ea 六 g) 《aiyG と C)。 

2)(g・ か デー け ・5g)。 

3) 若 f*0, 则 GY: 户 之 0. 

记 人 | 一 《二 从， 车 as 5 为 任意 实数 ， 则 

(Caf + bg) * Caf + 2 の)) = Cf ND" 
+ 2abR(f' 8g) + の (g・g). 
这 里 究 表示 取 实 部 。 因 为 对 所 有 实数 a, ヵ , .上 式 都 宇 0, 疏 
(RG DD 
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若 9 为 一 实数 , 使 ssp( ゾ ー16) び ・g) 一 1， g)| 成 立 ， 在 上 式 
中 以 《expV 一 19)f 代替 即 得 Schwarz 不等式 
IO⑦・g の 1 ili elf. 
另 一 方面 ,由 于 
lr GD +2R(G: + (8 8) EE 
十 2 肝 | lg + lap ~ CAP + Nef, 
就 有 Minkowski 不等式 
| + gl < NA + le 
若 Koxr) 为 定义 在 G X G 上 满足 条 件 
Ao。r) = RCr so) 
的 复 值 连 续 浮 数 , 若 1e .7 ,Ki 定义 为 
Af の 一 | Ax の Ker. 


要 证 Kf€ 多 若 a 旋 生 意 >0 的 数 > 対 で 的 単位 元 , 存在 一 邻 
域 り 。 使 得 14(zor) 一 kos)| a 对 pe UD, 都 成 立 ,事实 上 ， 
”如果 不 成 立 ， 则 存在 G 中 元 素 的 三 个 贯 (gm)» {pm), (Cra), 使 得 
lim pm > [RCompms raj 一 KComyTm)| 宇 a。 由 于 GG 是 紧 的 ， 
(。) 及 《rs) 有 子 央 分 别 收敛 于 osr 故 得 1KCat, *) 一 Ko, て )| 
> age そう 一 KK( の 7)| 之 4 这 是 不 可 能 的 ,车 p < Us 我 们 有 
lg が ee) 一 7 の 1 < a {tA lar = 1 141) affll. (CD 
这 证 明了 函数 Kf 的 连续 性 , 若 4 为 4 在 .G X G 上 的 上 界 ， 我 们 
还 有 
IE の ls 4 KaDiar<d4 。 ⑦ 
由 此 二 不 等 式 得 
引 理 3 算 子 K 将 所 有 fe 多 ,| 州 = 1 的 集合 映 到 一 个 有 界 
等 度 连续 函数 集合 上 .。 | 
算 子玉 的 另 一 个 姓 质 为 . 
(Kf g) = (f. Kg). (3) 
要 证 (3), 只 要 看 到 
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{Rf の ー | Us KC の (OZr eds ー 


-| I da 人 Ko) (Lo 


Dar ~ (Ke). 

称 数 。 为 函数 多 的 特征 值 ， 如 果 在 多 ” 中 存在 函数 w き 0， 
使 得 Kg 一 cpg。 这样 的 函数 称 为 属于 < 的 特征 函数 . 下 面 将 证 
明 特 征 値 的 存在 性 . 

由 (2) 得 IK 所 < 4， 玖 当 1 在 所 | 一 1 的 函数 集 上 变动 
時 , |K 刑 是 有 界 的 ， 记 人 外 为 当 于 在 | 一 1 上 变动 时 儿 K 放 的 
最 小 上 界 , 显 然 对 任意 fe ,| 二 << J * 中 . 

引 理 4 中旬 为 当 | 一 工时 |CK# :办 1 的 最 小 上 界 ， 

证 若 販 | 一 1。 軟 1CKf・ わ | 計上 KT は I 现 证 其 
逆 , 车 < 为 当 时 一 1 时 的 1CKf, 力 | 的 最 小 上 界 . -于 是 1CKf・ 
の | cl 中 对 任意 二 都 成 立 , 着 1 与 8 为 满足 川 =1, lal 一 1 
的 二 个 函数 , 于 是 

CRC + GD = KD I+ CR 
+ (Kf* gp) + CEg・ か 一 (KK あか 士 (Kg・g) 
+ 2R(KF g) < chlf + gl, | 
(K(f — DGD = (Kf: + (Kg' g) 
ー —2R(Kf' D>—clf — el 
Ee 4RCKf* 8) < eff + e+ Hoel = 2 + lg = 

. 若 Kj 0, 取 g 一 |KH7IKf, 由 六 川 科 < 而 当 K 一 0 时 ， 
ee 故 证 明了 钛 [ 一 < 

引 理 5 【1Rl， 一 上 | 中 至 少 有 一 个 函数 为 尺 的 将 征 值 ， 

证 我 们 可 以 在 多 中 找 出 一 贯 -(fa) 使 得 fs 一 1 及 
CKf。* jm) 趋 于 RI, 一 上 妊 中 的 一 值 。 记 < 一 lim (Kin た ). 


由 引 理 2, 3, 可 以 假设 (如 必要 时 ,可 以 在 贯 (jf) 中 选 一 子 
贯 ), (Kf%) 在 G 上 一 致 收敛 于 pg. 这 显然 是 属于 多 的 ,于 是 
Em M(e — Kfn) = 0. 
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运算 7・g) 对 由 M 定义 的 度量 来 讲 是 连续 的 ,事实 上 ,我 们 
有 一 | が OX の er CM 下 
KK み あー が め ・(gm 一 g)1 志 也 一 斤 1g, 一 g 
の SS Mf == ヵ )M (gr “过 Ez2). 
让 于 (Kj: 加) 为 实 的 , 故 
Kf — ctl = RE + eh, — 2e Kf » fo). 

而 当 mm 趋 于 so 时 右边 趋 于 店 ポー 英 Hgl lc}， 因此， 当 
と キ 0 時 > w =0.、 男 一 方 面 , 由子 | 所 上 = の 敵 上 式 
右辺 2〆ー2c( が 。・), 当直 考 co 时 是 趋 于 零 的 . 因此 
imllKfm 一 < 加 | 一 90， 于 是 lim KCKfm) 一 cKiml 一 9， 由 于 


EmlK — 9 = 0, 故 imM ，(K(Kfm) 一 Kg) 一 0， 因 此 
Kp 一 cgl = lmllKCKfn) — cKfnll =0. 


这 证 明了 Kg 一 cg， 于 是 当 < 关 0 了 时 ;, 引 理 5 成 立 , 当 < 一 0 时 ， 
IRI 一 0, Kf 一 0 对 每 个 了 都 成 立 , 故 引 理 5 是 显然 的 ， 

9E B,JEg, 称 gq, 内 相互 正 交 的 , 若 (yp 4) 一 0. 

若 旬 为 《的 属于 非 零 特征 值 的 特征 函数 的 集合 ， 可 以 找到 中 
的 子 集 @*, 使 得 : a) 若 ゅ , ゅ 在 @④* 中 , ゅ キ め ゅ 唱 (の ゃ ・ め 一 0: 
b) 每 个 pg € ゅ *。 op 一 15 c) の @* 相对 于 a) b) 讲 是 最 大 的 ， 

引 理 6 车 < 为 这 0 的 数 , 则 在 @* 中 只 有 有 限 个 函数 , 其 特 
征 值 的 绝对 值 是 大 于 < 的 . 

证 车, 为 9 き 中 的 品数 本 Kp 王 cp el > 

a。 我们 有 (mg 一 mp) デー の > 故 肛 (pi 一 gD ドー= dd 二 


gg>22!. 而 MCEig 一 p> 上 KCp 一 op) > a 2 。 由 引 
理 1 3 得 引 理 6. . 
引 理 7 @ 中 任意 函数 7 为 @* 中 的 有 限 个 函数 的 线性 组 合 ， 
证 若 c 为 f 的 特征 值 ， 而 p> Fs 为 B* 中 特征 值 为 “的 


頭数 , 人 プー ニー >) のび ・ の の 由 于 Kj 一 cf Kp 一 <p っ 就 
すま =1 
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有 六 六 一 cf 但 # 是 与 pis “sp 相 正 交 的 ， 若 中 为 B* 中 任 一 
与 Py Pa 不 同 的 通 数 ， 则 史 有 特征 值 a 天 < 于 是 有 
"p= i. = LR = 
げ ・ の ) + げ ・ だ ゅ 2 : > (Kf め ー ニ ー ザ ・ の 。 
故 げ ・ ゅ ) 二 0， 改良 与 @* 的 所 有 函数 正 交 。 若 了 0, 列 由 
及 If 上! 组 成 的 集 仍 有 性 质 a), b)、 这 是 不 可 能 的 .故乡 一 
0， 这 证 明了 引 理 ?7 . 
由 引 理 6 , ゅ * 为 可 数 集 . 閣 集 の @~' 的 元素 排 成 賀 (p。)( 接 @* 
的 元 素 为 无 穷 或 有 限 , 1 万 p 二 09; 或 1 所 式 う . cx 为 gr 的 
特征 值 . 车, cap 为 8* 中 函数 的 有 限 线性 组 合 , 则 13enbx 中 一 


lca : 
引 理 8 (Ressel 不等式 ) 若 fe 安 ， NE Pal 收 伍 且 


其 和 < 上 | 
证 令 ] ・ 
gi 二 1 Ce 之 {tf Ppa 


车 B* 的 元 素 为 无 限 个 , 则 ; 为 任意 正 整 数 ， 若 @* 有限, 则 i 最 
多 为 8* 的 个 数 , 于 是 we 一 (lp) 由 此 得 到 


ill? we lg + 之 f+ wa 


这 证 明了 引 理 8， 
引 理 9 车 ft 多 ， 2 ga)px 在 G 上 一 致 收敛 于 Kf. 


证 我 们 有 
1 了 了 
DK pp) Ps 一 > (Kf 外 pu) > 7 * だ の 。) “Pe 


1 i 
— Dp Ke K (DG pe 
由 (2) 得 
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(や 人 ⑲・wmw)s4| や の oe 


了 #4. 
ー タ (や の ・w う ) ・ 
由 引 理 8 , 上 式 右辺 当 j。 趋 于 oe 时 是 趋 于 零 的 ( 若 ゅ * 为 无 限 ). 
故 级 数 是 一 致 收 仿 的 ,余下 要 证 其 和 为 7, 
令 
(の て) 一 Ko) 一 [cep(o う (て) 。 
由 于 每 个 c, 是 突 的 , 故 (<。?) 一 を (て の )。 若 ゅ 6  , 財 
Ko 一 Kb 一 Dl ce・mOm。 
(这 里 K。 其 由 4。 所 定义 ， 如 同 天 由 不 所 定义 那样 )， 于 是 
(Ks ” Pp) re (Ky だ Px) te ce の 9 pn) 
ー( ゅ ・ K,) — とみ . Pe) 一 0. 
当 1 才 所 nn， 特别 取 由 为 Ks 的 以 4 关 0 的 特征 值 的 特征 函数 ， 
则 出, pe 一 0(< 委 < 魏 z， 于 是 天 b 一 开 四 一 好 ， 故 由 也 是 汶 
可 为 特征 值 的 的 特征 函数 ， 所 以 和 为 以 <, 一 4 为 特征 值 的 特 
征 函 数 的 线性 组 合 , る 一 之 bss 而 6, 一" ps， 所 以 5, 一 0 


当 >< 委 z。 若 <“ 为 >0 的 数 ， 选择 # 足够 大 ,大 于 所 有 使 |cn! > 
的 足 标 上 《这 检 的 是 标 只 有 有 有 限 个 )， 这样 12| ご 所 以 141 < 
a. 于 是 mk 放 一 0 (车 gz* 为 无 穷 ; 若 8+ 为 有 限 ， 则 Kf 一 


0, # 为 BB* 元 素 的 个 数 )， 但 
Ksf = Kf — > (Ki: pr) pes 


故 IE 一 ZCK! 中 Pa pal 一 1。 这 证 明了 引 理 9 . 有 
引 理 10 浇 函 数 koyr) 为 XCorry) 的 形式 , XK 为 G 上 的 连 
续 函 数 ， 则 天 的 每 个 以 特征 值 < 关 0 的 特征 了 牙 数 是 G 的 一 表示 函 
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数 . 
证 若 fe 多 ,po6G, 记 je) 一 大 po)， 若 了 为 以 特征 值 
ee 9 的 を 的 特 征 哨 数 我 们 有 


7 の 一 | Kn far = | KT IoT Iar’ 
CL ーー 


故 fr 仍 以 < 为 竺 征 值 的 特征 函数 ， 若 以 。 为 特征 的 函数 为 p,， 
…,9; 组 成 9*。 由 引 理 7 


内 
pf 一 の 本 の > go) = pf js 
7 ニュ 


若 P。) 名 短 降 (gp))。 由 于 gf 一 《pf)%Y， 故 Plpip?) 一 
P(pi)PLpz)， 另 一 方面 ， 由 于 每 个 qi 在 紧 致 群 G 上 连续 ， 故 也 在 
G 上 一 致 连续 ,于 是 对 每 个 e > 0, 存在 G 的 单位 元 的 邻 域 り 。, 使 
得 MM(g?f 一 gp) 这 4 当 p EUV 时 成 立 ， 所 以 

lim gii(p) Hm 9 “qi = bi = gO. 
上 映射 p 一 Plp) 将 6G 映 入 到 阶 为 的 矩阵 中 ,为 6 的 一 个 连续 里 
射 , 故 gii 为 表示 函数 . 但 


p: (p) 一 PIE = 2 gi(p) pCE), 


这 表明 mw 为 表示 函数 . 引 理 10 得 证 . 

引 理 11 若 X 为 G 上 的 连续 函数 ， 且 *( の りー ニテ ( の 。 a 为 
之 0 的 数 中 存在 G 的 一 介 表 示 中 数 g, 合 得 MM メーg) ma. 

证 若 天 为 函数 &(g。r) (gz) 的 算 子 。 取 单位 元 的 邻 
域 ど , 使 得 不等式 


Cl — Ca Dl 一 


対 所 有 有 的 re 了 都 成立 , 作 一 非 负 值 的 连续 函数 > 使 得 ヵ (E) 二 
0 ヵ (@) 一 0 当 o& TV 于 是 了 到 LO = 0。 令 了 Sy 
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则 | KO の dr =1 因此， 
Xl — KAO) = 1X(o- り ~ 7( の 1 
ー .ee RD ele | <2 


田 引 理 9。10。 存在 一 表示 函数 2» 使 得 
M(K{ — 8) < 


于 是 M(X 一 g)<a. 
基 7 为 G 上 任意 连续 函数 , 令 (うー うす どの を.(Z) = 
MV—1((0) — oD, ん (の の = PC0) (i = 1,2) 及 


1 一 二 > ( 一 ー ダ ー ュ ぇ )、 


由 于 (Co), を (og) ie 故 f 也是. 定 
理 3 得 证 . 
9. 主要 運 近 定 理 的 物 歩 棄 用 ー 

定理 4 紧 致 李 群 至 少 有 一 忠实 表示 . 

证 G 为 紧 致 李 群 ,由 第 7 节 命 题 6, 为 了 变 证 明 G 有 让 实 表 

示 , 只 要 证 明 ; 若 ck G, as ec, 则 存在 G 的 表示 P, 使 得 PC) キ 

i 若 f 为 G6 上 的 连续 函数 , 且 fto) 关 大 E)、 由 于 了 可 以 用 表示 
函数 任意 的 遍 近 疏 存 在 一 表示 函数 , 在 0 与 上 取 不 同 的 值 , 定 
理 得 证 ， 

命题 1 若 互 妨 一 緊 致 李 群 @ 的 囲 子 群 , 互 的 任意 不可 釣 表 
示 包 在 G 的 某 个 表示 在 如 上 的 收缩 中 . 

证 由 定理 4 及 第 7 节 命 题 4 即 得 . 

命题 2 若 上 为 紧 致 李 群 C 上 的 连续 函数 旦 

a) = flror™) i 

对 所 有 ay re 都 成 立 。 若 4 为 任意 > 0 的 数 ， 则 存在 G 的 不 可 约 
表示 的 特征 的 线性 组 合 ヵ 。 使 得 Ko) ー# た (go の | 委 a 对 所 有 ceEG 
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都 成立 . 
证 车 P 为 G 的 任意 不 可 约 表示 , 记 Po) 的 系数 为 gi(o)， 
有 


gi 一 DgitCr)gt(o) ese). 
LT 
及 gal リー Kr) 由 正 交 关 系 
| aiCror-Ddr 一 0 若 村 # 
L gu(ror-Dgr 一 2X(o). 


这 里 4 为 表示 P 的 阶 ,X 表示 了 的 特征 . 
由 有 逼近 定理 , 在 表示 环 中 存在 一 函数 放 , 使 得 7@) 一 
(0)| 二 4a 对 所 有 ceG 成 立 , 故 


1 7Ceer-Der 一 LCeer-Dgrl <a, 
由 于 人) 一 fcor-D， 就 有 Jrer-D dr 一 fr), 另 一 方面 
及 为 G 的 不 可 约 西 表示 的 系数 的 线性 组 合 , 故 
fo) 一 | Cror Ddr 
为 G 的 不 可 约 表示 的 特征 的 线性 组 合 . 
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